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Einleitung
Die vorliegende Arbeit bescha¨ftigt sich hauptsa¨chlich mit Frobenius- und
Zassenhausgruppen, die im endlichen Fall gut untersucht sind. Im unendli-
chen Fall ist jedoch wenig bekannt.
1902 hat Frobenius seinen beru¨hmten Satz bewiesen:









einen Normalteiler von G.
Diese Untergruppen F und H nennt man Frobeniuskern bzw. Frobenius-
komplement.
Es ist zu bemerken, dass es bis jetzt nur Beweise gibt, die die Theorie der
Gruppencharaktere benutzen, und es gibt keinen elementaren Beweis.
Das andere bedeutende Resultat wurde in 1959 von Thompson bewiesen:
Der Frobeniuskern einer endlichen Frobeniusgruppe ist nilpotent.
Burnside hat gezeigt:
Die p-Sylowgruppen von H sind fu¨r p > 2 zyklisch, und zyklisch oder
verallgemeinerte Quaternionengruppen fu¨r p = 2.
Es gibt noch weitere Ergebnisse u¨ber endliche Frobeniusgruppen, u¨ber die
Struktur von Frobeniuskomplement und Kern. Einige sind im Paragraphen
1.2 angegeben.
Was kann man erwarten, wenn eine Frobeniusgruppe unendlich ist? Im
unendlichen Fall ist bekannt, dass obige Ergebnisse im Allgemeinen nicht
gelten. Insbesondere gilt der Satz von Frobenius nicht mehr.
Die erste Klasse von unendlichen Gruppen, fu¨r die der Satz von Frobe-
nius gilt, sind die lokal endlichen Gruppen. Kegel und Wehrfritz haben dies
bewiesen. Sie haben auch gezeigt, dass lokal endliche Frobeniusgruppen dem
Satz von Thompson genu¨gen.
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In der Tat, gibt es nicht viele Resultate fu¨r den unendlichen Fall.
In den Paragraphen 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 betrachten und beweisen wir
einige allgemeine Eigenschaften von unendlichen Frobeniusgruppen. Insbe-
sondere beweisen wir Aussagen u¨ber Transversalen zu einem Frobeniuskom-
plement, u¨ber Involutionen und u¨ber Frobeniuskomplemente.
Eine kleine Beobachtung folgt sofort aus dem Lemma 2.1.2. Na¨mlich, es
gibt keine abelsche Frobeniusgruppe.
In der Literatur werden verschiedene Definitionen von Frobeniusgrup-
pen benutzt. Manchmal ist es nicht offensichtlich, dass diese Definitionen
a¨quivalent sind. Zum Beispiel sind die Definitionen 2.1.4 und 2.1.5 a¨quivalent,
wie in 2.1.6 gezeigt wird.
Im endlichen Fall gibt es viele Aussagen u¨ber das Frobeniuskomplement
und den Kern. Einige Aussagen wie 1.2.9, 1.2.13 kann man auf den unendli-
chen Fall u¨bertragen.
Im Folgenden verstehen wir unter einer Transversalen stets eine Transver-
sale zu einem Frobeniuskomplement einer Frobeniusgruppe. Unter den vielen
Transversalen sind wir an solchen Transversalen mit besonders scho¨nen Ei-
genschaften interessiert.
Wefelscheid [26] vermutet, dass wegen Arbeiten von Nesin und Borovik
eine unendliche Frobeniusgruppe mit einer endlichen Transversale existieren
sollte. In der vorliegenden Arbeit widerlegen wir diese Vermutung (Lemma
2.2.2).




T\{id} | T ∈ T} bezeichnen wir die Menge aller Transver-
salen einer Frobeniusgruppe ohne Identita¨tsabbildung. In Lemma 2.2.6 wird
gezeigt, dass es keine Frobeniusgruppen gibt, so dass jede Menge aus T∗ nur
aus fixpunktfreien Abbildungen besteht.
Im endlichen Fall spielt der Frobeniuskern F die Rolle einer Transversale.
F\{id} besteht bekanntlich nur aus fixpunktfreien Abbildungen und F ist
ein Normalteiler.
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Das Lemma 2.2.10 liefert eine hinreichende Bedingung, dass eine Trans-
versale zu sich selbst konjugiert ist. Na¨mlich, das Frobeniuskomplement muss
die Ordnung 2 haben.
Dass das Frobeniuskomplement einer unendlichen Frobeniusgruppe end-
lich sein kann, liefert das Beispiel 2.2.8. In diesem Beispiel ist die Transversale
kommutativ und normal.
Man kann vermuten, dass Kommutativita¨t eine hinreichende Bedingung
dafu¨r ist, dass die Transversale normal ist. In 2.2.11 geben wir jedoch ein
Beispiel fu¨r eine normale, nicht kommutative Transversale.
Wir benutzen dieses Beispiel auch, um zu zeigen, dass es unendliche
Frobeniusgruppen gibt, die keine Involutionen haben (Beispiel 2.4.2). Die-
se Gruppen genu¨gen sogar dem Satz von Frobenius (Bemerkung 2.4.3).
Unter anderem wird gezeigt:
Jede Gruppe mit fixpunktfreier (nach Def. 1.2.6) Untergruppe der Auto-
morphismengruppe kann als Frobeniuskern in einer Frobeniusgruppe vorkom-
men (Satz 2.3.1 und Folgerung 2.3.4 als Beispiel).
Ferner betrachten wir ein umgekehrtes Einbettungsproblem:
Es sei eine unendliche Frobeniusgruppe gegeben, die dem Satz von Frobe-
nius genu¨gt. Das Zentrum eines Frobeniuskomplements sei trivial. Dann be-
sitzt die Automorphismengruppe des Frobeniuskernes eine Untergruppe, die
zum Frobeniuskomplement isomorph ist (Satz 2.3.5).
Man kann Zassenhausgruppen als eine transitive Erweiterung von Frobe-
niusgruppen betrachten.
Es liegt nahe zu versuchen, die Ergebnisse u¨ber endliche Zassenhausgrup-
pen auf die Klasse der lokal endlichen Zassenhausgruppen auszudehnen. Dies
gelingt teilweise. Kegel und Wehrfritz geben eine vollsta¨ndige U¨bersicht u¨ber
die lokal endlichen scharf 3-fach transitiven Zassenhausgruppen.
Bis jetzt sind uns nur solche unendlichen Zassenhausgruppen bekannt, die
Untergruppen von scharf 3-fach transitiven Gruppen sind, sowie natu¨rlich
lokal endliche Suzuki-Gruppen Sz(F ).
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In dieser Arbeit definieren wir die Zassenhausgruppen in Analogie zur
Definition der Frobeniusgruppen, na¨mlich als transitive Permutationsgruppe
G, derart dass die Standuntergruppen Frobeniusgruppen sind.
Huppert engt diese Definition - er betrachtet aber nur endliche Grup-
pen - noch weiter ein, indem er zusa¨tzlich fordert, dass G keinen regula¨ren
Normalteiler besitzen soll.
Der Grund dafu¨r ist wohl, weil es im endlichen Fall außer der Beispiel-
klasse 1.3.6 keine Zassenhausgruppe mit regula¨rem Normalteiler gibt. Ito [12]
hat es bewiesen.
Wir empfinden diese Beschra¨nkung als ku¨nstlich und lassen diese Ein-
schra¨nkung in unserer Definition fort.
Die Konstruktion der endlichen Zassenhausgruppen mit regula¨rem Nor-
malteiler la¨ßt sich vermutlich nicht auf den lokal endlichen Fall verallgemei-
nern. Mit etwas anderen Ideen ko¨nnen wir neue unendliche Zassenhausgrup-
pe mit regula¨rem Normalteiler angeben (Konstruktion (3.3.5) und Beispiele
3.3.10, 3.3.11).
Bis jetzt ist noch nicht gekla¨rt, ob diese Zassenhausgruppe eine Unter-
gruppe einer scharf 3-fach transitiven Gruppe ist. Es gilt allerdings, falls die
von uns in (3.3.5) konstruierte Gruppe eine Untergruppe einer scharf 3-fach
transitiven Gruppe ist, dass dann das zugeho¨rige und eindeutig bestimmte
KT-Feld (3.2.2, 3.2.3) die Charakteristik 2 hat (Satz 3.3.12 und Folgerung
3.3.15).
Wir vermuten aber, dass keine scharf 3-fach transitive Gruppe unsere
Gruppe (3.3.5) als Untergruppe enthalten kann.
Wir haben auch gezeigt, dass die schwa¨chste algebraische Struktur (F,+, ·),
die zur Konstruktion 3.3.5 passt, ein Fastko¨rper ist (Folgerung 3.3.7).
In [27] sind die Zassenhausuntergruppen von scharf 3-fach transitiven
Gruppen klassifiziert. Dieses Resultat betrachten wir im Paragraphen 3.2.
Einige Aussagen u¨ber die endlichen Zassenhausgruppen sind ohne Ein-
schra¨nkungen auf den unendlichen Fall u¨bertragbar. (z.B. 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3).
Abschliessend, in Kapitel 4, sammeln wir offene Fragen und Problemstel-
lungen u¨ber unendliche Frobenius- und Zassenhausgruppen.
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Meinem akademischen Lehrer Heinrich Wefelscheid mo¨chte ich an dieser




(a) ⇒ (b) aus (a) folgt (b)
(a) ⇔ (b) (a) gilt genau dann, wenn (b) gilt
∀; ∃; ∃1 fu¨r alle; es existiert; es existiert genau ein
:= nach Definition gleich
∪˙ disjunkte Vereinigung
N, Z, C Menge der natu¨rlichen, ganzen, komplexen Zahlen
F ∗ := F\{0}
GF (pn) Galoisko¨rper mit pn Elementen
{x | P (x)} oder
{x : P (x)} Menge aller x mit der Eigenschaft P(x)
|M | Ma¨chtigkeit einer Menge M
A\B Menge aller Elemente aus A, die nicht zu B
geho¨ren
ϕ : A 7→ B Abbildung ϕ von A nach B
ϕψ Komposition der Abbildungen ψ und ϕ
(zuerst wird ψ und dann ϕ angewendet)
(a, b) = 1 oder
ggT(a, b) = 1 a und b sind teilerfremd
a | b a teilt b
∼= isomorph zu
 Beweisende
Bei einer Gruppe (G, ·)
U < G ; U / G U ist eine Untergruppe bzw. Normalteiler von G
[G : U ] Index der Untergruppe U in G
G∗ := G\{e} (e neutrales Element von G)
Z(G) Zentrum von G
CG(S) Zentralisator von einer Menge S in G
NG(S) Normalisator von einer Menge S in G
G/N Quotientengruppe von G nach N
〈S〉 von S ⊂ G aufgespannte Untergruppe
SR
{
s · r : s ∈ S, r ∈ R} (S,R ⊂ G)
aS ; Sa := {a}S bzw. S{a} (a ∈ G, S ⊂ G)
[f, g] := f−1h−1fh (Kommutator zweier Elemente)
(manchmal auch fhf−1h−1)
6
H ′ = H(1) := [H,H] (Kommutatoruntergruppe von H)
fh := h−1fh
Inn(G) Menge aller inneren Automorphismen von G
Aut(G) Automorphismengruppe von G
K(q) (siehe 1.2.17)
ord(g) ; |g| Ordnung eines Gruppenelementes g
ord(G) := |G|
Exp(G) Exponent von G
c(G) Nilpotenzklasse von G
(G,M) auf M operierende Permutationsgruppe G
Ga1,...,an (siehe 1.1.7)
bei speziellen Gruppen
SM Symmetrische Gruppe, die auf M operiert
P(1, pf ) (siehe 1.3.2)
Sz(q) Suzuki−Gruppe (siehe 1.3.3)
M(pf ) (siehe 1.3.2)
GL(2,K) Gruppe aller invertierbaren 2× 2 Matrizen mit
Koeffizienten aus dem kommutativen Ko¨rper K
GL(2, pf ) := GL(2,K) mit |K| = pf













char G (siehe 2.5.9 und 2.5.15)
T2(K) ; T3(K) (siehe 2.4.1 bzw. 3.2.2)




In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen und Sa¨tze u¨ber endliche
(multiplikativ geschriebene) Frobenius- und Zassenhausgruppen zusammen-
gestellt, wie man sie unter anderem in [7],[8] und [10] finden kann.
1.1 Grundbegriffe
Wir benutzen die Standarddefinitionen aus der Gruppentheorie (siehe z.B.
[7]). Ferner definieren wir, wie u¨blich, Transversalen folgendermaßen:
Definition 1.1.1. Es sei A 6 G. Betrachten wir Linksnebenklassen gA von
A in G. Dann ist G die disjunkte Vereinigung aller verschiedenen Linksne-
benklassen gA. Entha¨lt die Menge T ⊂ G aus jeder Linksnebenklasse von A
genau ein Element, so nennen wir T ein System von Linksnebenklassenver-





nennen wir die Zerlegung von G in Linksnebenklassen nach A. (Analog fu¨r
Rechtsnebenklassen.)
Satz 1.1.2. ([29]) Wenn [G : A] endlich ist, dann besitzen Links- und Rechts-
nebenklassen von A in G sogar ein gemeinsames Vertretersystem T .
Definition 1.1.3. Eine Teilmenge S1 ⊂ G heißt konjugiert zu S2 ⊂ G wenn
es ein x ∈ G gibt mit S2 = xS1x−1.
g ∈ G heißt konjugiert zu g′ ∈ G, wenn es ein x ∈ G gibt mit g′ = xgx−1.
Die Menge {xgx−1 : x ∈ G} aller Konjugierten von g heißt eine Konju-
giertenklasse.
Wichtig sind nun die Teilmengen von G, die zu sich selbst konjugiert sind.
Dazu geho¨ren z.B. die Normalteiler und die Konjugiertenklassen.
Satz 1.1.4. Jede zu sich selbst konjugierte Teilmenge von G ist Vereinigung
von Konjugiertenklassen.
Definition 1.1.5. Eine Permutationsgruppe ist ein Paar (G,M), bestehend
aus einer Menge M und einer Untergruppe der symmetrischen Gruppe SM .
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Die Elemente aus M werden als Punkte bezeichnet. Die Ma¨chtigkeit von M
heißt der Grad der Permutationsgruppe (G,M).
Jede Permutation aus G der Ordnung 2 heißt Involution. Ist |M | = n (n ∈
N), so schreibt man auch Sn anstelle von SM (bzw. An anstelle der Alternie-
renden Gruppe AM).
Definition 1.1.6. Eine Permutationsgruppe (G,M) bezeichnet man als (scharf)
n-fach transitiv, wenn es zu je zwei n-Tupeln (a1, a2, . . . , an) und (b1, b2, . . . , bn)
mit jeweils n verschiedenen Elementen aus M (genau) ein ϕ ∈ G existiert
mit ϕ(ai) = bi fu¨r i = 1, . . . , n.
Fu¨r ”G ist 1-fach transitiv” sagt man auch kurz ”G ist transitiv”. Und
statt ”G ist scharf 1-fach transitiv” sagt man oft ”G ist regula¨r”.
Definition 1.1.7. Ist (G,M) eine Permutationsgruppe und a ∈M , so heißt
die Gruppe Ga := {ϕ ∈ G | ϕ(a) = a} die Standuntergruppe von G bzgl. des
Punktes a (oder Stabilisator von a).
Sind a1, . . . , an verschiedene Punkte ausM , dann ist mit Ga1,a2 die Stand-
untergruppe von Ga1 bzgl. des Punktes a2 gemeint. Durch rekursive Fortset-
zung gelangt man schliesslich zu der Definition der Gruppe Ga1,...,an.
Satz 1.1.8. ([16]) Alle Elemente einer Konjugiertenklasse in einer Permu-
tationsgruppe haben die gleiche Anzahl von Fixpunkten.
Satz 1.1.9. ([23]) Ist (G,M) eine 2-fach transitive Permutationsgruppe und
a ∈M , so gilt fu¨r alle β ∈ G\Ga:
G = Ga ∪˙GaβGa = 〈Ga, β〉.
Satz 1.1.10. ([16]) Es sei (G,M) eine transitive Permutationsgruppe und
a ∈M . Dann sind die beiden folgenden Aussagen fu¨r k > 3 a¨quivalent:
( i) G ist scharf k-fach transitiv auf M .
(ii) Ga ist scharf k − 1-fach transitiv auf M\{a}.
Satz 1.1.11. ([21]) Jede scharf k-fach transitive Permutationsgruppe G von
Grad n mit k, n ∈ N hat die Ma¨chtigkeit
|G| = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · (n− k + 1).
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Definition 1.1.12. Jeder Homomorphismus einer Gruppe G in die symme-
trische Gruppe Sn auf einer Ziffernmenge Ω mit |Ω| = n heißt eine Permu-
tationsdarstellung von G von Grad n auf Ω. Eine Permutationsdarstellung
heißt treu, wenn sie ein Monomorphismus ist.
1.2 Allgemeines u¨ber endliche Frobeniusgruppen
Definition 1.2.1. Eine Untergruppe H der Gruppe G heißt malnormal,
wenn H ∩Hg = {1} ∀ g ∈ G\H gilt.
Definition 1.2.2. G heißt eine Frobeniusgruppe, falls sie eine echte malnor-
male Untergruppe H < G besitzt.
Hauptsatz 1.2.3 (Satz von Frobenius). ([7]) Sei H eine echte malnormale





ein Normalteiler von G, F ∩ H = {1} und G ein semidirektes Produkt von
F und H.
Die Schwierigkeit des Beweises liegt darin, zu zeigen, dass F eine Un-
tergruppe ist. Die Normalita¨t folgt sofort. Nach 1.2.3 nennen wir G eine
Frobeniusgruppe zu H, und F den Frobeniuskern von G.
Es ist zu bemerken, dass es bis jetzt nur Beweise gibt, die die Theorie der
Gruppencharaktere benutzen.
An den in 1.2.2 eingefu¨hrten Bezeichnungen halten wir in diesem Para-
graphen fest. Zuerst u¨bersetzen wir die Aussage von 1.2.3 in die Sprache der
Permutationsgruppen.
Satz 1.2.4. a) Sei G eine transitive, nicht regula¨re Permutationsgruppe. Je-
des von 1 verschiedene Element von G habe ho¨chstens einen Fixpunkt. Sei H
der Stabilisator eines Punktes. Dann ist G eine Frobeniusgruppe zu H. Die
fixpunktfreien Permutationen aus G bilden zusammen mit 1 den Frobenius-
kern F von G, und F ist regula¨r.
b) Sei G eine Frobeniusgruppe zu H. Dann liefert die Permutationsdar-
stellung von G auf den Nebenklassen von H einen Isomorphismus von G
auf eine transitive, nicht regula¨re Permutationsgruppe von Grad[G : H], in
welcher jedes von 1 verschiedene Element ho¨chstens einen Fixpunkt hat.
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Bemerkung. Im unendlichen Fall gilt diese A¨quivalenz der zwei Definitionen
auch. Die Behauptung, dass die fixpunktfreien Permutationen aus G zusam-
men mit 1 den Frobeniuskern F von G bilden und F regula¨r ist, muss man
jedoch weglassen.
Satz 1.2.5. ([7]) Sei G eine Frobeniusgruppe zu H. Dann ist |H| ein Teiler
von [G : H] − 1. Also sind H und der Frobeniuskern F von G Hallunter-
gruppen von G. Insbesondere ist F eine charakteristische Untergruppe von
G.
Definition 1.2.6. a) Sei α ein Automorphismus von G. Wir nennen α fix-
punktfrei, wenn α kein von 1 verschiedenes Element von G festla¨sst.
b) Ist U eine Untergruppe der Automorphismengruppe Aut(G), so nennen
wir U fixpunktfrei, wenn alle u ∈ U\{1} fixpunktfreie Automorphismen von
G sind.
Wir benutzen mehrfach die folgende Beschreibung der Frobeniusgruppen:
Satz 1.2.7. Gleichwertig sind:
a) G ist eine Frobeniusgruppe zu H, und F ist der Frobeniuskern von G.
b) Es gilt G = F · H mit H < G und F / G. Die Abbildung ϕ von H in
Aut(F ) mit fϕ(h) = h−1fh fu¨r h ∈ H und f ∈ F ist ein Isomorphismus von
H auf eine fixpunktfreie Gruppe von Automorphismen von F .
Beweis. a) ⇒ b)
Nach 1.2.3 gilt G = F · H mit F / G und F ∩ H = {1}. Sei h ∈ H
und f ∈ F mit fh = f . Dann ist fhf−1 = h ∈ H ∩ Hf−1 . Ist f 6= 1, also
f−1 ∈ G\H, so folgt aus unseren Voraussetzungen H ∩ Hf−1 = {1}, also
h = 1. Ist h 6= 1, so gilt daher f = 1. Somit bewirkt H eine fixpunktfreie
Gruppe von Automorphismen auf F .
b) ⇒ a)
Sei x ∈ F ∩H. Dann ist x = xx, also x = 1 wegen der Fixpunktfreiheit
von ϕ(x). Somit gilt F∩H = {1}, und G = F ·H ist ein semidirektes Produkt
von F mit H. Sei h1 ∈ H ∩Hg mit g ∈ G\H. Dann ist g = hf mit h ∈ H
und 1 6= f ∈ F . Es folgt Hg = Hf und
h1 = h
f
2 ∈ H ∩Hf
mit geeigneten h2 ∈ H. Wegen F / G ist
h1h
−1
2 = [f, h
−1
2 ] ∈ H ∩ F = {1}.
Somit h1 = h2. Aus f
h1 = f folgt wegen der Voraussetzung (f 6= 1) nun
h1 = 1. Also ist H ∩Hg = {1} und G ist eine Frobeniusgruppe zu H.
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Beispiel 1.2.8. a) Es sei (L,+, ·) ein Ko¨rper mit |L| > 2 und {1} 6= A 6







∣∣∣∣ a ∈ L, m ∈ A
}
eine Frobeniusgruppe zu H = {β : x→ ax | a ∈ L∗} = G0.
Die Gruppe F = {γ : x→ x+ b | b ∈ L} ist der Frobeniuskern von G.
b)(Beispiel 8.6 aus [7]) U¨ber dem Ko¨rper K = GF (pf ) betrachten wir die
Gruppe F =
{
(kij) | kij ∈ K, kii = 1, kij = 0 fu¨r j > i; i, j = 1 . . . n
}
aller
Dreiecksmatrizen mit Diagonalelementen 1. Sei q ein Primteiler von pf − 1
mit q > n, dann gibt es in K paarweise verschiedene Elemente d1, . . . , dn mit








und behaupten: Fu¨r 0 < m < q bewirkt Mm einen fixpunktfreien Automor-
phismus auf F . Sei na¨mlich A = (kij) und M
−m ·A ·M = A. Das erfordert
d−mj · kij · dj = kij fu¨r alle i, j. Wegen (m, q) = 1 ist fu¨r i 6= j auch dmi 6= dmj .
Also gilt kij = 0 fu¨r i 6= j und somit A = E. Nach 1.2.7 ist daher das se-
midirekte Produkt G = F ·H mit H = 〈M〉 eine Frobeniusgruppe zu H mit
dem Frobeniuskern F .
c) Es sei D2n die Diedergruppe der Ordnung 2n. D2n ist fu¨r ungerades n eine
Frobeniusgruppe. Frobeniuskomplemente sind die 2-Sylowgruppen, die alle die
Ordnung 2 haben (da n ungerade).
D2n = 〈a, b〉 mit a2 = 1 und bn = 1 und aba−1 = b−1. ⇒ D2n = 〈a〉 · 〈b〉.
Setze B := 〈b〉 = {1, b, . . . , bn−1} und A := 〈a〉 = {1, a}. Die Untergruppe B
ist ein Normalteiler von D2n und fu¨r alle m ∈ {1 . . . n − 1} bm · A · b−m =
{1, bmab−m} = {1, ab−2m} ⇒ A ∩ bm · A · b−m = {1}.
Satz 1.2.9. Sei G eine Frobeniusgruppe zu H mit dem Frobeniuskern F . Ist
N E G, so gilt N 6 F oder F < N .
Beweis. Sei N 6 F , dann gibt es ein n ∈ N so, dass n /∈ F . ⇒ ∃g ∈ G
und h ∈ H : n = g−1hg ist. Also n2 = h = gng−1 ∈ N und n2 /∈ F . ⇒
(fn2f
−1)n−12 ∈ N und f(n2f−1n−12 ) ∈ F ∀f ∈ F .
Nach dem Satz 2.1.6 ∀f ∈ F αn2 = αh : f 7→ fhf−1h−1 ist bijektiv fu¨r
h 6= 1. Also α(F ) = F ⇒ F ⊂ N ⇒ F < N .
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Satz 1.2.10. ([10]) Alle Frobeniuskomplemente einer endlichen Frobenius-
gruppe sind konjugiert.
Satz 1.2.11. ([10]) Sei G eine endliche Frobeniusgruppe zu H mit dem Fro-
beniuskern F .
a) (Thompson) F ist nilpotent, d.h. G ist direktes Produkt von p-Gruppen.
b) (Burnside) Die p-Sylowgruppen von H sind zyklisch fu¨r p > 2. Sie sind
zyklisch oder verallgemeinerte Quaternionengruppen fu¨r p = 2.
Definition 1.2.12. Eine Gruppe G heißt verallgemeinerte Quaternionen-
gruppe, wenn G = 〈x, y〉 mit x2m = 1, y2 = x2m−1, y−1xy = x−1. |G| = 2m+1,
m > 2.
Satz 1.2.13. Sei G eine Frobeniusgruppe zu H mit dem Frobeniuskern F .
a) Sei K 6= {1} eine Untergruppe von H, dann ist KF eine Frobenius-
gruppe zu K mit dem Frobeniuskern F .
b) Sei M eine Untergruppe von G und H < M . Dann ist M eine Frobe-
niusgruppe zu H und M ∩ F ein Frobeniuskern von M .
Beweis. a) Es sei x ∈ NG(K). Dann {1} 6= K = x−1Kx 6 x−1Hx und
x ∈ H, so dass NG(K) ∩KF = NG(K) ∩H ∩KF = K und NKF (K) = K.
Wenn y ∈ KF\K ⇒ y /∈ H und y−1Ky ∩K 6 y−1Hy ∩H = {1}.
b) Es sei H < M 6 G. Aus G = HF folgt M = H(F ∩M) und NG(H)∩
M = H∩M = H. Wenn x ∈M\H, dann x−1Hx∩H = {1} und H∩F∩M =
{1}.
Satz 1.2.14 (Zassenhaus). ([10]) Es sei F ein Hallnormalteiler von G. Dann
gibt es eine Untergruppe H von G, so dass G = FH und F ∩H = {1}.
Hauptsatz 1.2.15. ([10]) Hinreichende und notwendige Bedingung, dass
eine Gruppe H isomorph zu einem Frobeniuskomplement einer Gruppe G ist,
ist dass H eine treue Darstellung als eine Gruppe von linearen Transforma-
tionen ohne Eigenwerte 1 eines endlich-dimensionalen Vektorraumes u¨ber
GF (p) hat.
Satz 1.2.16. ([10]) Sei G eine Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskomple-
ment H und Frobeniuskern F . Sei {1} < F1 < F eine normale Untergruppe
von G. Dann ist HF1/F1 ein Frobeniuskomplement von G/F1 und F/F1 ein
Frobeniuskern von G/F1.
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Definition 1.2.17. Sei G eine Frobeniusgruppe mit dem Kern F . Dann ist
G = FH, wobei H ein Frobeniuskomplement von G ist. Wenn |H| = q
ist, dann heißt F ein q-zula¨ssiger Kern. Wir bezeichnen die Menge aller q-
zula¨ssigen Kerne als K(q).
Lemma 1.2.18. ([10]) a) Wenn F ∈ K(q) und {e} 6= F1 eine charakteristi-
sche Untergruppe von F ist, dann sind F1 und F/F1 in K(q).
b) Falls F1, F2 ∈ K(q) sind, dann F1 × F2 ∈ K(q).
Satz 1.2.19. ([10]) Sei q eine ungerade Primzahl. Dann entha¨lt K(q) eine
Gruppe F mit Nilpotenzklasse c(F ) = q − 1.
Bemerkung 1.2.20. Wenn F ∈ K(q) ist, dann hat F einen fixpunktfreien
Automorphismus der Ordnung q.
Beweis. G = FH, wobei |H| = q und |H| = 〈h〉, dann ist h¯ : g 7→ h−1gh
ein Automorphismus von F , der fixpunktfrei ist und die Ordnung q hat. Die
Umkehrung gilt auch.
Satz 1.2.21. ([10]) Sei k(q) = max
{
c(F ) : F ∈ K(q)}, wobei K(q) die
Klasse von allen q-zula¨ssigen Frobeniuskernen ist. Dann gilt
q − 1 6 k(q) 6 (q − 1)
2q−1 − 1
q − 2 + 1




1.3 Allgemeines u¨ber endliche Zassenhausgruppen
Definition 1.3.1. Eine Permutationsgruppe G heißt Zassenhausgruppe, wenn
folgendes gilt:
1) G ist 2-fach transitiv.
2) Die Standuntergruppe von zwei verschiedenen Elementen ist nicht tri-
vial.
3) Jedes Element α ∈ G, α 6= id hat ho¨chstens zwei Fixpunkte.
Beispiel 1.3.2. ([8]) In den folgenden Beispielen sei K = K ∪ {∞}, wobei
K ein Ko¨rper ist.
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a) Es sei K 6= 2. Dann ist die Gruppe
L2(K) =
{
γ : x 7→ ax+b
cx+d
∣∣ a, b, c, d ∈ K mit ad − bc 6= 0} aller um-
kehrbaren gebrochen linearen Abbildungen von K auf sich scharf 3-fach
transitiv (aber nicht scharf 2-fach transitiv), und somit eine Zassenh-
ausgruppe.















) ∣∣ x, y ∈ K, (x, y) 6= (0, 0)} die projektive Gerade
u¨ber K.
Fu¨r |K| = 2 gilt PGL(2, 2) = PSL(2, 2) ∼= S3. Also ist PGL(2, 2)
scharf 2-fach transitiv und keine Zassenhausgruppe.
b) Es sei K 6∼= GF (pf ) mit pf = 3 oder p = 2. Dann ist PSL(2,K) eine
Zassenhausgruppe. Wenn K = GF (pf ) mit pf 6= 3 und p > 2 ist, hat
diese Gruppe die Ordnung
(pf + 1)pf (pf − 1)
2
Fu¨r p = 2 ist PSL(2, 2f ) = PGL(2, 2f ). (Also sind wir wieder im Fall
a).
Sei K ∼= GF (pf ) mit pf = 3. Dann ist PSL(2, 3) ∼= A4 keine Zassenh-
ausgruppe.
c) Sei nun K 6∼= GF (2f ) ein Ko¨rper mit einem involutorischen Automor-
phismus α. Als Beispiel betrachten wir den Ko¨rper GF (pf ) mit p > 2
und f = 2m. Dann hat K = GF (pf ) genau einen Automorphismus
α der Ordnung 2 und α(x) = xp
m
. Es sei H := PGL(2,K)〈α〉, wo-
bei α(∞) = ∞. Dann ist H eine Untergruppe von PΓL(2,K) und
H/PSL(2,K) ist elementar-abelsch der Ordnung 4. Deswegen hat H
drei Untergruppen vom Index 2, die PSL(2,K) enthalten. PGL(2,K),
〈PSL(2,K), α〉 und M(K).





wobei δ = ad − bc 6= 0 und β ∈ {1, α}. Die Abbildung Ψ : h 7→
(, β) mit
{
 = 1, falls δ ∈ K2
 = −1, falls δ /∈ K2 ist ein Homomorphismus von H auf
die elementar-abelsche 2-Gruppe der Ordnung 4 mit dem Kern Ψ =
PSL(2,K).
Dann ist M(K) = Ψ−1(〈−1, α〉). Also besteht M(K) aus allen Abbil-
dungen der obengegebenen Art h mit
{
β = α, falls δ /∈ K2
β = 1, falls δ ∈ K2 .
Da PSL(2,K) < M(K) gilt, ist M(K) auch 2-fach transitiv auf K.
M(K)0,∞ besteht aus folgenden Abbildungen g : x 7→ aβ(x) mit a 6= 0
und
{
β = α, falls a ∈ K2
β = 1, falls a /∈ K2 .






m ∈ K2, weil p 6= 2 ist. (Widerspruch.)
Also β = 1, a = 1 und g = 1. Deswegen hat kein g ∈ M(K) : g 6= 1
mehr als zwei Fixpunkte.
PSL(2,K) ist ein einfacher Normalteiler von M(K) vom Index 2. Also
hat M(K) keinen regula¨ren Normalteiler und M(K) ist eine scharf 3-
fach transitive Zassenhausgruppe.
Die p-Sylowgruppen von PGL(2,K) und M(K) haben nicht-isomorphe
Normalisatoren. Somit ist PGL(2,K) 6∼= M(K).
Jede endliche Zassenhausgruppe ohne regula¨ren Normalteiler ist entweder
eine der drei obenbeschriebenen a),b),c) oder eine einfache Suzuki-Gruppe,
die gleich definiert wird.
Die Gruppen aus Beispiel 1.3.2 waren die einzigen endlichen Zassenhaus-
gruppen, die man bis 1959 kannte. Als Suzuki die PSL(2, pf ) Gruppen zu
charakterisieren versuchte, hat er die na¨chste unendliche Familie von endli-
chen Zassenhausgruppen gefunden:
Definition 1.3.3. Es sei K = GF (q) mit q = 22m+1 und m > 0. Dann hat K
genau einen Automorphismus ϕ mit ϕ(x) = x2
m+1





1 0 0 0
a 1 0 0
b ϕ(a) 1 0













0 0 0 λ−1−2
m
,
F = {S(a, b) | a, b ∈ K}, H = {M(λ) | λ ∈ K∗} und
T =

0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
.
Dann definiert man als Suzuki-Gruppe Sz(q) eine Untergruppe von GL(4, q)
und zwar: Sz(q) = 〈S(a, b),M(λ), T | a, b ∈ K, λ ∈ K∗〉.
Satz 1.3.4. ([8]) Im projektiven Raum P(3, q) sei p∞ := [1, 0, 0, 0], p(x, y) :=
[xy+ϕ(x)x2+ϕ(y), y, x, 1] (in homogenen Koordinaten). Sei O :={p∞, p(x, y)
| x, y ∈ K} das Ovoid. Dann induziert Sz(q) eine Gruppe von Kolineationen
von P(3, q), die O auf sich bildet. Sz(q) ist wohldefiniert auf O und ist eine
Zassenhausgruppe der Ordnung (q2+1)q2(q− 1) auf O. Der Stabilisator von
p∞ von Sz(q) ist gleich FH und somit eine Frobeniusgruppe.
Hauptsatz 1.3.5. ([8]) Es sei G eine Zassenhausgruppe ohne regula¨ren Nor-
malteiler vom Grad n + 1 auf der Menge Ω = {∞, 0, 1, . . . , n − 1} und der
Ordnung (n + 1)nd, wobei d = |G0,∞| mit d 6= 1 ist. Dann ist n = pf eine
Primpotenz und eine der folgenden Aussagen gilt immer:
a) G = PGL(2, pf ).
b) p ist ungerade und G = PSL(2, pf ).
c) p ist ungerade, f ist gerade und G ist eine der scharf 3-fach transitiven
Gruppen M(pf ) aus Beispiel 1.3.2.
d) p = 2 und G ist eine Suzuki-Gruppe Sz(q).
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Also die endlichen Zassenhausgruppen ohne regula¨ren Normalteiler sind
alle von Huppert klassifiziert und explizit bekannt.
Uber endliche Zassenhausgruppen mit regula¨rem Normalteiler ist es be-
kannt, dass es nur eine einzige Beispielklasse 1.3.6 gibt. Ito [12] hat es bewie-
sen. Dies ist der Grund, dass Huppert unter Zassenhausgruppen nur solche
ohne regula¨ren Normalteiler versteht.
Beispiel 1.3.6. ([12]) Es sei M = GF (2p), wobei p prim ist. Betrachten wir
die Menge G :=
{
x 7→ ax2c+b | a, b ∈ GF (2p), a 6= 0, c ∈ {0, 1, . . . , p−1}}.
Dann ist (G,M) eine Zassenhausgruppe mit dem regula¨ren Normalteiler,
denn: Die Standuntergruppe von 0 ist H =
{
x 7→ ax2c mit a 6= 0, c ∈
{0, 1, . . . , p− 1}}. H ist transitiv auf GF (2p)\{0}.
H ist eine Frobeniusgruppe mit dem Komplement K = {x 7→ x2c} und mit
dem Frobeniuskern F = {x 7→ ax}.
Sei nun N = {x 7→ x + b}, dann kann man leicht nachpru¨fen, dass N E G
und G = NH mit N ∩H = E ist.
Satz 1.3.7. ([12]) Jede endliche Zassenhausgruppe mit regula¨rem Normal-
teiler ist isomorph als Permutationsgruppe zu einer der Gruppen aus Beispiel
1.3.6 mit geeigneter Primzahl p.
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2 Einige Ergebnisse und Beispiele u¨ber un-
endliche Frobeniusgruppen
2.1 Einige allgemeine Behauptungen
Was kann man erwarten, wenn eine Frobeniusgruppe unendlich ist? Der Satz
von Frobenius la¨ßt sich nicht ohne Zusatzbedingungen auf den unendlichen
Fall verallgemeinern, wie viele Beispiele zeigen.
In [6] ist folgendes Beispiel angegeben:











von GL(2,C). Die zyklischen Gruppen 〈A〉 und 〈B〉 sind malnormale Unter-
gruppen von G. Fu¨r 〈B〉 gilt der Satz von Frobenius, fu¨r 〈A〉 jedoch nicht.
Die erste Klasse von unendlichen Gruppen, fu¨r die der Satz von Frobenius
gilt, sind die lokal endlichen Gruppen, siehe Kegel [14]. Kegel hat auch ge-
zeigt, dass bei lokal endlichen Frobeniusgruppen der Frobeniuskern nilpotent
ist.
Ein neueres Ergebnis u¨ber Frobeniusgruppen ist der folgende Satz von
Collins [2].
Satz 2.1.1. Es sei (G,M) eine unendliche Frobeniusgruppe. Erzeugen je
zwei fixpunktfreie Elemente eine endliche Untergruppe, dann bildet die Menge
der fixpunktfreien Elemente von G mit 1 einen Normalteiler N . N operiert
transitiv auf M (ist also regula¨r), wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:
a) Je zwei Elemente von G erzeugen eine endliche Untergruppe.
b) N 6= 1 und G ist 2-fach transitiv.
Wenn b) gilt, dann ist N abelsch.
Die Existenz von fixpunktfreien Elementen in G ist eine wichtige Bedin-
gung, denn nach Collins [2] gibt es eine Frobeniusgruppe ohne fixpunktfreie




Es ist anzumerken, dass Collins auf ein Beispiel von Shelah und Rips
verweist, das er jedoch nicht ausfu¨hrt.
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In diesem Paragraphen und im Weiteren bezeichnet (G,M) stets eine
unendliche Frobeniusgruppe.
Zuna¨chst kann man bemerken, dass die Sa¨tze 1.2.9 und 1.2.13 u¨ber den
Frobeniuskern und das Komplement im unendlichen Fall allgemein gu¨ltig
sind, weil die Beweise keine Endlichkeit brauchen.
Lemma 2.1.2. (G,M) sei eine Frobeniusgruppe. Dann ist |Z(G)| = 1.
Beweis. Sei |Z(G)| 6= 1, dann gibt es 1 6= α ∈ Z(G) und wir finden a ∈ M
mit α(a) 6= a. Es ist klar, dass Ga = α ·Ga · α−1 = Gα(a), was bedeutet, dass
α = 1, weil Ga ∩Gα(a) = {1} ist. Widerspruch.
Bemerkung 2.1.3. Aus dem Lemma 2.1.2 folgt sofort, dass es keine abel-
schen Frobeniusgruppen gibt.
Wir beweisen zuna¨chst, dass die beiden folgenden Definitionen fu¨r Fro-
beniusgruppen a¨quivalent sind.
Definition 2.1.4. G heißt eine Frobeniusgruppe, falls es Untergruppen F
und H von G gibt, so dass G = FH mit folgenden Eigenschaften
H ist malnormal (1)




Definition 2.1.5. F ,H seien nicht triviale Untergruppen von G. G := FH
ist eine Frobeniusgruppe ⇔ Fu¨r alle h ∈ H\{1} ist αh : F 7→ F (f 7→ [f, h])
bijektiv.
Satz 2.1.6. Definition 2.1.4 und Definition 2.1.5 sind fu¨r Frobeniusgruppen
a¨quivalent.
Beweis. (2.1.4) ⇒ (2.1.5)
a) Injektivita¨t von αh.
Es sei h 6= 1 und f1 6= f2 ∈ F .




−1 = f2hf−12 h
−1 ⇒ f1hf−11 = f2hf−12 ⇒ f−12 f1hf−11 f2 = h.
Wenn f3 := f
−1
2 f1, dann ist f3 6= 1 und f3hf−13 = h und mit (1) erha¨lt
man den Widerspruch h = 1.
20
b) Surjektivita¨t.
Angenommen, h 6= 1 und 1 6= f1 ∈ F so, dass fu¨r alle f ∈ F αh(f) 6= f1
ist. Dann gilt fu¨r jedes f ∈ F , dass fhf−1h−1 6= f1 und somit fhf−1 6=
f1h und h 6= 1 d.h. f1h 6∈ F .
Mit (2) gilt f1h ∈
⋃
g∈G
Hg. Dann gibt es g ∈ G und h1 ∈ H mit
gh1g
−1 = f1h.



















5 ∈ F ⇒ f1h4 ∈ F ⇒ h4 = 1 ⇒ h = h5.
Somit gibt es f3 ∈ F mit αh5(f3) = αh(f3) = f1. Widerspuch.
(2.1.5) ⇒ (2.1.4)
a) Falls H nicht malnormal ist, existiert g ∈ G\H mit H ∩ Hg 6= {1}.
Dann ist g = f1h1 mit f1 6= 1.
Es sei h2 ∈ H ∩ Hg, dann ist h2 = gh3g−1 = f1h1h3h−11 f−11 . Also gilt
h2 = f1h5f
−1
1 mit h5 := h1h3h
−1
1 .
H 3 h2h−15 = f1h5f−11 h−15 = αh5(f1) ∈ F . Somit ist f1h5f−11 h−15 = 1
d.h. αh5(f1) = 1, αh5(1) = 1 und f1 6= 1. Widerspruch. (Denn αh ist
injektiv.)
b) Wir beweisen zuna¨chst F\{1} ⊆ G\ ⋃
g∈G
Hg.




. Dann ist f = ghg−1 fu¨r geeignete g ∈ G
und h ∈ H.
g = f1h1 ⇒ f = f1h1hh−11 f−11 ⇒ f−11 ff1 = h2 mit h2 = h1hh−11 ⇒
h2 = 1 und f
−1
1 ff1 = 1 ⇒ f = 1. Widerspruch.
Aus der Negation von (2) folgt F\{1} ⊂ G\ ⋃
g∈G




Hg mit g1 6∈ F .
⇒ g1 = f1h1 und h1 6= 1 ⇒ g1h−11 = f1.
αh1 ist surjektiv. ⇒ ∃ f2 ∈ F : αh1(f2) = f1 = (f2h1f−12 )h−11 = g1h−11
⇒ f2h1f−12 = g1 ⇒ g1 ∈ Hf2 . Widerspruch.
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Im endlichen Fall gibt es viele Aussagen u¨ber das Frobeniuskomplement
und den Kern. Einige Aussagen wie 1.2.9, 1.2.10, 1.2.13 kann man auf den
unendlichen Fall u¨bertragen.
2.2 Aussagen u¨ber Transversale der Frobeniusgruppe
In diesem Abschnitt behandeln wir Transversalen von Frobeniusgruppen.
Wenn G = T ·Ga und G =
⋃˙
t∈T
t ·Ga, dann, heißt T (wie in Definition 1.1.1)
eine allgemeine Transversale.
Wefelscheid [26] hat folgende Frage gestellt:
Gibt es eine unendliche Frobeniusgruppe mit einer endlichen Transversale?
Wir werden zeigen, dass es solche Frobeniusgruppen nicht gibt.
Bemerkung 2.2.1. Wenn (G,M) transitiv ist, dann ist |M | = [G : Ga].
Beweis. Es sei β(a) = b. Dann ist {γ ∈ G | γ(a) = b} = βGa eine Nebenklasse
von Ga. Es gibt genau |M | Nebenklassen zu Ga, da b ∈ M ist und fu¨r
verschiedene b1, b2 ∈M sind die zugeho¨rigen Nebenklassen veschieden.
Lemma 2.2.2. Ist (G,M) eine unendliche Frobeniusgruppe, dann ist die
Anzahl der Nebenklassen einer beliebigen Standuntergruppe Ga unendlich.
Beweis. Nach der Definition der Frobeniusgruppe ist (G,M) transitiv. Mit
der Bemerkung 2.2.1 erha¨lt man |M | = [G : Ga]. Andererseits folgt aus
G = K ·Ga, dass |K| = [G : Ga] und somit |M | = |K|.
Es ist klar, dass die Anzahl von Nebenklassen gleich der Anzahl von
Elementen in einer Transversale ist. Also es gibt keine unendliche Frobeni-
usgruppe mit endlicher Transversale. Eine Transversale heißt kommutativ,
wenn ihre Elemente paarweise in G vertauschbar sind.
Man kann auch fragen: Gibt es vielleicht einige gute Voraussetzungen, so
dass unsere Transversale eine Gruppe ist? (Im Lemma 2.2.5 wird gezeigt,
dass nicht jede Transversale eine Gruppe ist.)
22
Lemma 2.2.3. Es sei (G,M) eine Frobeniusgruppe, und T eine kommutative
Transversale mit T ∩Ga = {1}. Dann ist T eine Untergruppe von G.
Beweis. (i) Abgeschlossenheit.
Es sei t1, t2 ∈ T . t1 · t2 ∈ G ⇒ ∃1 t3 ∈ T und δ ∈ Ga : t1 · t2 = t3 · δ.
Es sei t1(a) = b, t2(a) = c, t1(c) = d, so dass a 6= b und a 6= c gilt, wobei
a, b, d, c ∈M sind.
t1 · t2(a) = t1(c) = d ⇒ t3(a) = d und t2 · t1(a) = t2(b) = d. Nach der
Voraussetzung t1 · t2 = t2 · t1. Dann ist t−12 · t−11 (d) = a und t3 · t−12 · t−11 (d) = d.
1. Fall: a = d ⇒ t2t1(a) = t1t2(a) = a und t2t1(c) = t2(a) = c mit a 6= c
⇒ t1 · t2 = 1 ⇒ t1 · t2 ∈ T .
2. Fall: a 6= d ⇒ t3 6= 1 und t3 · t−12 · t−11 (d) = d
ti · tj = tj · ti ⇒ t−1j · t−1i = t−1i · t−1j ∀ i, j.
t3 · t−12 · t−11 (a) = t3 · t−12 · t−11 · t−13 · t3(a) = t−12 · t−11 · t3(a) = t−12 · t−11 (d) = a
⇒ t3 · t−12 · t−11 ∈ Ga,d = {1} ⇒ t1 · t2 = t3 ∈ T .
Aus (1), (2) folgt fu¨r t1, t2 ∈ T , dass t1 · t2 ∈ T.
(ii) t1 ∈ T ⇒ ∃1 t2 ∈ T : t−11 = t2 · δ und δ ∈ Ga. ⇒ δ−1 = t1 · t2,
wobei δ−1 ∈ Ga, t1 · t2 ∈ T und T ∩Ga = {1} ⇒ t1 · t2 = 1 ⇒ t−11 = t2 ∈ T .
Aus (i), (ii) folgt, dass T eine Untergruppe von G ist.
Es sei T eine Transversale. N := {α ∈ G : α(x) 6= x ∀x ∈ M} ∪ {1},
N∗ := N\{1}.
Lemma 2.2.4. (G,M) sei eine Frobeniusgruppe. Falls T = N , dann ist N
abgeschlossen unter Potenzen.
Beweis. Fu¨r α = {1} ist die Behauptung trivial.
Induktionsvoraussetzung: Aus α ∈ N folgt, dass αn ∈ N .
Es ist zu zeigen, dass αn+1 ∈ N .
1) αn = 1 ⇒ αn+1 = α ∈ N .
2) αn 6= 1, dann αn(t) 6= t ∀ t ∈M .
Angenommen αn+1 /∈ N , dann gibt es x, y ∈ M mit αn+1(x) = x und
αn+1(y) 6= y.
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= αn(x) = z. =⇒ αn+1 ∈ Gx,z ⇒ αn+1 = 1. Wider-
spruch. ⇒ αn+1 ∈ N .
Im Folgenden verstehen wir unter einer Transversalen stets eine Transver-
sale zu einem Frobeniuskomplement einer Frobeniusgruppe. Unter den vielen
Transversalen sind wir an solchen Transversalen mit besonders scho¨nen Ei-
genschaften interessiert.
Es sei T :=
{
T | T ist eine Transversale von G}. Unter der Voraussetzung,
dass T0 ∈ T eine Gruppe ist, stellt man sich die Frage, ob alle Transversalen
von G Gruppen sind. Die Antwort kommt aus folgendem Lemma.
Lemma 2.2.5. Es sei G eine Frobeniusgruppe und G = T0 ·H, wobei H = Ga
und T0 eine Gruppe ist. Dann gibt es eine Transversale T ∈ T, so dass T
keine Gruppe ist.
Beweis. Es sei h ∈ H\T0. Betrachten wir T := h · T0. Dann (h · T0) · H =
h · (T0 ·H) = h ·G = G d.h. T ∈ T.
Angenommen, dass T eine Gruppe ist. Dann 1 ∈ T ⇒ ∃ t0 ∈ T0 : 1 = h · t0
⇒ h = t−10 ∈ T0 ⇒ h ∈ T0. Widerspruch.
Dieses Lemma zeigt, dass die Antwort auf unsere Frage Nein ist.
Jetzt definieren wir T∗ :=
{
T\{1} | T ∈ T}. Daraus ergibt sich die
na¨chste Frage. Gibt es eine Frobeniusgruppe, so dass jedes T ∗ ∈ T∗ nur
aus fixpunktfreien Abbildungen besteht? Die Antwort ist auch Nein, wie aus
Lemma 2.2.6 folgt.
Lemma 2.2.6. Es gibt keine Frobeniusgruppe, so dass jedes T ∗ ∈ T∗ nur
aus fixpunktfreien Abbildungen besteht.
Beweis. Angenommen, jedes T ∗ ∈ T∗ besteht nur aus fixpunktfreien Abbil-
dungen. G = T ·H, wobei T ∈ T, H 6 G und H ∼= Ga.
Es sei t ∈ T ∗ ⇒ ∀ b ∈M t(b) 6= b. Sei t(b) := d. G ist transitiv auf M . Also
existiert ein g ∈ G mit g(d) = b. Somit ist G = (g · T ) · H = T1 · H und
T1 ∩Gb 6= {1}. Widerspruch.
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Nun kann man auch andere interessante Fragen u¨ber Transversalen der
Frobeniusgruppe stellen:
Es sei T eine Transversale, die eine Gruppe ist.
1) Ist T dann auch zu sich selbst konjugiert oder gibt es Gegenbeispiele ?
2) Wenn es (nicht-kommutative) Beispiele gibt, gilt dies dann wenigstens
wenn eine Transversale T eine kommutative Gruppe ist.
Zuna¨cht betrachten wir eine Konstruktion der Frobeniusgruppen, die wir
oft verwenden werden:
Konstruktion 2.2.7. Also sei K ein Fastko¨rper mit |K| > 2 und A eine
Untergruppe von (K∗, ·). Dann bildet die Menge F := {τa,η : x 7→ a+ηx, a ∈
K, η ∈ A} mit der Komposition ◦ von Abbildungen eine Frobeniusgruppe.
Beweis. 1) (F, ◦) ist abgeschlossen.
τa,η ◦ τb,(x) = τa,η(b+ x) = a+ η(b+ x) = a+ ηb+ ηx = τa+ηb,η(x)
2) Assoziativita¨t.
τa,η ◦ (τb, ◦ τb,ρ)(x) = a+ η(b+ c+ ρx) = a+ ηb+ ηc+ ηρx
(τa,η ◦ τb,) ◦ τb,ρ(x) = a+ ηb+ η(c+ ρx) = a+ ηb+ ηc+ ηρx
3) τ0,1 = 1 ∈ F
4) τa,η ◦ τb, = τ0,1 ⇒
{




b = η−1 · (−a)
 = η−1
⇒
∀τa,η ∈ F ∃1 τ−1a,η ∈ F






τa,η ∈ F : τa,η(x0) = x0τa,η(y0) = y0
}
⇒ a+ ηx0 = x0
a+ ηy0 = y0
⇒ a = (1− η)x0
a = (1− η)yo ⇒ (1− η)x0 = (1− η)yo
x0 6=y0
====⇒ η = 1 ⇒ a = 0
Also ∀ x0 6= y0 Fx0,y0 = {1}
Somit ist F eine Frobeniusgruppe.
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Nun konstruieren wir ein Beispiel, in dem die Standuntergruppe und
Transversale kommutativ sind.
Beispiel 2.2.8. Wir benutzen die Konstruktion 2.2.7 fu¨r K = C und A =
{+1,−1}. Dann hat die Frobeniusgruppe F := {τa,η : a ∈ C, η ∈ {+1,−1}}
die gewu¨nschten Eigenschaften, so dass die Transversale zu sich selbst kon-
jugiert ist.
Beweis. F = T0 · F0 , so dass T0 = {τa,1 : a ∈ C}, F0 = {1, τ0,−1} und
T0 ∩ F0 = {1}.
F0, T0 6 F und beide sind kommutativ. ∀ τa,η ∈ F\T0 = {τb,−1 : b ∈
C} τa,η · T0 · (τa,η)−1 ⊆ T0 , weil τa,−1 ◦ τb,1 ◦ τa,−1(z) = τa,−1 ◦ τb,1(a − z) =
τa,−1(b+ a− z) = −b+ z = τ−b,1(z) ∈ T0 ⇒ T0 ist normal.
Jetzt untersuchen wir unter welchen zusa¨tzlichen Bedingungen eine Trans-
versale zu sich selbst konjugiert sein kann. Dafu¨r braucht man folgenden
Hilfssatz:
Hilfssatz 2.2.9. Es sei A,B 6 G, dann ist AB Untergruppe von G ⇔
AB = BA.
Beweis. (⇒) AB 6 G ⇒ ∀ a ∈ A, b ∈ B gilt (a · b)−1 = b−1 · a−1 ⇒
AB ⊆ BA.
b · a ∈ BA ⇒ ∃ b−11 = b ∈ B und a−11 = a ∈ A so, dass b · a = b−11 · a−11 =
(a1 · b1)−1 ∈ AB, weil AB 6 G ⇒BA ⊆ AB.
(⇐) AB = BA
1) 1 ∈ AB.
2) Assoziativita¨t folgt aus G.
3) a · b ∈ AB, dann (a · b)−1 = b−1 · a−1 ∈ BA = AB.
4) Abgeschlossenheit(a1 · b1)(a2 · b2) = (a1 · b1)(b3 · a3) =
a1(b4 · a3) = a1 · a5 · b5 = a6 · b5 ∈ AB.
Das folgende Lemma liefert die hinreichenden Bedingungen, so dass eine
Transversale zu sich selbst konjugiert ist.
Lemma 2.2.10. Es sei (F,M) eine Frobeniusgruppe und F = T0 ·H, wobei
T0, H 6 F und T0 ∩H = {1}, |H| = 2. Dann ist T0 ein Normalteiler von F .
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Beweis. H = {1, β}, so dass β2 = 1.
T0, H 6 F und T0 ·H 6 F . Nach Hilfssatz 2.2.9 gilt T0 ·H = H · T0.
Wir zeigen, dass T0 zu sich selbst konjugiert ist:
Fu¨r γ ∈ F\T0 gibt es nur zwei Fa¨lle.
1) γ = t1 · 1 ⇒ γ ∈ T0. Das widerspricht der Wahl von γ.
2) γ = t2 ·β. Dann ist γ = t2 ·β = β · t3 (Falls t2 ·β = 1 · t4, dann erhalten
wir den Widerspruch γ = t−12 · t4 ∈ T0).
∀ t0 ∈ T0 gilt γ · t0 · γ−1 = t2 · β · t0 · β−1 · t−12 = t2 · (β · t0) · β−1 · t−12 =
t2 · (t5 · β) · β−1 · t−12 = t2 · t5 · t−12 ∈ T0 ⇒ ∀ γ ∈ F\T0 gilt γ · T0 · γ−1 ⊆ T0.
Nun konstruieren wir ein Beispiel einer Frobeniusgruppe F , so dass F =
T0 ·H und T0, H 6 F , |H| <∞, und in dem T0 zu sich selbst konjugiert ist,
obwohl T0 nicht kommutativ ist.
Beispiel 2.2.11. Sei K ein beliebiger (kommutativer) Ko¨rper und ε eine
primitive n-Wurzel von 1 ∈ K.
Es sei N eine nicht abelsche Gruppe von Matrizen:
 1 x y0 1 z
0 0 1
 x, y, z ∈ K
und α = αε :
 1 x y0 1 z
0 0 1
 −→
 1 εsx εs+ty0 1 εtz
0 0 1
 eine Abbildung von N .
Dann ist 〈α〉 eine Gruppe von fixpunktfreien Automorphismen von N falls
weder s, t noch (s+ t) die Zahl n teilen. Und das Produkt N · 〈α〉 ist eine Fro-
beniusgruppe mit dem Komplement 〈α〉, wobei N eine normale Untergruppe
ist.
Beweis. α(E) = E.
α
 1 n1 n20 1 n3
0 0 1
 ·












α 1 n1 n20 1 n3
0 0 1
 · α




 1 εsn1 εs+tn20 1 εtn3
0 0 1
 ·




 1 εs(n1 +m1) εs+t(m2 + n1 ·m3 + n2)0 1 εt(m3 + n3)
0 0 1
.
⇒ α(N1 ·N2) = α(N1) · α(N2) und αn = 1.
∀ (n1, γ), (n2, β) ∈ N · 〈α〉 definieren wir (n1, γ) ◦ (n2, β) =
(
n1 · γ(n2), γ · β
)
mit n1, n2 ∈ N und γ, β ∈ 〈α〉.
(i) Damit ist (N · 〈α〉, ◦) abgeschlossen.
(ii) N · 〈α〉 operiert auf N durch (n1, α)(m) = n1 · α(m) mit n1,m ∈ N .
⇒ Die Einheit von N · 〈α〉 sieht aus wie (E, 1), weil aus ∀m ∈ N
(n1, α)(m) = m fu¨r m = E folgt n1 = E ⇒ α = 1.
(iii) Assoziativita¨t. (n1, α)
(
(n2, β) · (n3, γ)
)
= (n1, α) ·
(








)·(n3, γ) = (n1·α(n2), αβ)
=
(
n1 · α(n2) · αβ(n3), αβγ
)
.
(iv) ∀ (n1, β) ∈ N · 〈α〉 gilt (n1, β)−1 =
(
βn−1(n−11 ), β




−1) = (βn−1(n−11 ), β−1) · (n1, β) = (E, 1).
Aus (i), (ii), (iii), (iv) folgt, dass (N · 〈α〉, ◦) eine Gruppe ist.
N ist transitiv auf N ⇒ (N · 〈α〉) ist transitiv auf N . GA =
{
(n1, β) ∈
(N, 〈α〉) : (n1, β)(A) = A, d.h n1 · β(A) = A
}
. Wegen Transitivita¨t von N
und |〈α〉| = n ist |GA| = n.




fu¨r einige A 6= B aus N ist. Dann
gibt es (n, β) 6= (E, 1) : n · β(A) = A und n · β(B) = B. β 6= 1 und n 6= E
⇒ εs, εt, εs+t 6= 1.
Aus der Gleichungen n · β(A) =
 1 n1 n20 1 n3
0 0 1
 ·




 1 a1 a20 1 a3
0 0 1
 = A und
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n · β(B) =
 1 n1 n20 1 n3
0 0 1
 ·
 1 εsb1 εs+tb20 1 εtb3
0 0 1
 =
 1 b1 b20 1 b3
0 0 1
 = B
folgt, dass A = B. Widerspruch. ⇒ GA ∩ GB = {(E, 1)} ⇒ N · 〈α〉 ist eine
Frobeniusgruppe.
(N, 1) 6 N · 〈α〉 und (N, 1) ∼= N .
(E, 〈α〉) 6 N · 〈α〉 und (E, 〈α〉) ∼= 〈α〉.
(N, 1) ist eine normale Untergruppe.






n1 · β(n2), β
) ◦ (βn−1(n−11 ), β−1) = (n1 · β(n2) · n−11 , 1) ∈ (N, 1)
⇒ (n1, β) ◦ (N, 1) ◦ (n1, β)−1 ⊆ (N, 1) fu¨r alle (n1, β) ∈ N · 〈α〉.
Die Idee zu diesem Beispiel ergibt sich aus [9], sonst stammt die Einfu¨hrung
der Gruppenverknu¨pfung ”◦” und die Beweisfu¨hrung von uns.
2.3 Die Einbettungssa¨tze
Jetzt betrachten wir das folgende Problem. Gegeben sei eine beliebige Gruppe
S. Gibt es eine Frobeniusgruppe G = T ·H, mit H ∼= S? Der folgende Satz
gibt teilweise Antwort.
Satz 2.3.1. Es sei eine Gruppe S gegeben mit der Eigenschaft, dass es eine
fixpuktfreie (Def.1.2.6) Untergruppe U von Aut(S) gibt. Dann ist das semi-
direkte Produkt G := T n H mit T := (U, 1S) und H := (1, S) eine auf S
operierende Frobeniusgruppe mit H ∼= S.
Beweis. Also sei H := (1, S) mit 1 ∈ Aut(S) und T := (U, 1S). Dann hat
G := T nH die gewu¨nschten Eigenschaften.
1) (G, ◦) eine Gruppe ist mit
(α, s1) ◦ (β, s2) =
(
α · β, s1 · α(s2)
)
, wobei α, β ∈ U und s1, s2 ∈ S.
(a) 1G = (1, 1S) ∈ G und ∀ (α, s) ∈ G gilt (α, s) ◦ (1, 1S) = (1, 1S) ◦
(α, s) = (α, s).
(b) ∀ (α, s) ∈ G die Inverse davon ist (α, s)−1 = (α−1, α−1(s−1)).
(α, s)◦(α, s)−1 = (α, s)◦(α−1, α−1(s−1)) = (α·α−1, s·α(α−1(s−1)))
= (1, 1S).
(α, s)−1 ◦ (α, s) = (α−1, α−1(s−1)) ◦ (α, s) =
=
(
α−1 · α, α−1(s−1) · α−1(s)) = (1, 1S).
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(c) Assoziativita¨t : ∀ (α, s1), (β, s2), (γ, s3) ∈ G gilt:
(α, s1) ◦
(
(β, s2) ◦ (γ, s3)
)
= (α, s1) ◦
(





αβγ, s1 · α(s2) · αβ(s3)
)
.(
(α, s1) ◦ (β, s2)
) ◦ (γ, s3) = (αβ, s1 · α(s2)) ◦ (γ, s3) =
=
(
αβγ, s1 · α(s2) · αβ(s3)
)
.
2) Es sei M := S , dann operiert G mit (α, s)(m) = α(m) · s transitiv auf
M .
∀ s1, s2 ∈ M ∃ (α, s) ∈ G mit (α, s)(s1) = (s2). Fu¨r ein beliebiges α
nehmen wir einfach s := α(s−11 ) · s2.
3) (G,M) ist eine Frobeniusgruppe.




Gb 6= {(1, 1S)} ⇒
{
(α, s)(a) = a




α(a) · s = a
α(b) · s = b ⇒ s = α(a)
−1 ·a = α(a−1) ·a⇒ α(b) ·α(a−1) ·a = b




(1, s) 7−→ s ist der gesuchte Isomorphismus.
Bemerkung 2.3.2. Die so konstruierte Gruppe H ist ein Normalteiler von
G.
Beweis. ∀ (α, s) ∈ G gilt:
(α, s) ◦ (1, S) ◦ (α, s)−1 = (α, s) ◦ (1, S) ◦ (α−1, α−1(s−1)) =
=
(
α, s · α(S)) ◦ (α−1, α−1(s−1)) = (1, s · α(S) · s−1) = (1, S).
Also hat dieser Satz gezeigt: Jede Gruppe G mit der Voraussetzung, dass
sie eine fixpunktfreie Untergruppe der Automorphismengruppe von G hat,
kann als Frobeniuskern in einer Frobeniusgruppe vorkommen.
Bludov [1] hat folgenden Satz bewiesen:
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Satz 2.3.3. Jede Gruppe kann in den Frobeniuskern einer Frobeniusgruppe
eingebettet werden. Weiter, das Frobeniuskomplement kann jede nicht triviale
rechts-geordnete Gruppe sein.
Fu¨r eine Klasse von abelschen Gruppen A gilt immer, dass jede a ∈ A als
Frobeniuskern vorkommen kann. Und zwar:
Lemma 2.3.4. Es sei S eine abelsche Gruppe ohne Involutionen. Dann gibt
es eine Frobeniusgruppe G = T ·H mit H ∼= S und H / G.
Beweis. Gema¨ß Satz 2.3.1 reicht es zu zeigen, dass es eine Untergruppe U 6
Aut(S) gibt, die fixpunktfrei ist.
Betrachten wir eine Abbildung α : s 7→ s−1, dann ist α ∈ Aut(S), weil
α(ab)= α(ba) = (ba)−1 = a−1b−1 = α(a)α(b). Und α ist fixpunktfrei, denn
aus a = a−1 folgt a = 1S, da S keine Involution nach Voraussetzung hat. Es
ist α2 = id und mit U = 〈α〉 erhalten wir T = (U, 1S) sowie H = (id, S). Der
Rest des Lemmas folgt aus 2.3.2.
Als Beispiel kann man die Gruppe der ganzen Zahlen Z betrachten. Mit
dem Automorphismus α : x 7→ −x hat die Gruppe G := 〈α〉 · Z mit der
Verknu¨pfung ”◦”, die in 2.3.1 definiert wird, die gewu¨nschten Eigenschaften.
Also ist (G,Z) eine Frobeniusgruppe mit 〈1〉 · Z ∼= Z.
Nun betrachten wir ein umgekehrtes Problem. Also:
Satz 2.3.5. Es sei G eine Split-Frobeniusgruppe, d.h. G erfu¨llt den Satz von
Frobenius. Also es gibt N , H0 6 G mit G = N · H0. Sei Z(H0) = 1. Dann
gibt es U0 6 Aut(N) mit U0 ∼= H0.
Beweis. Da N ein Normalteiler von G ist, sind die Konjugationen h∗ mit
Elementen h aus H0 Automorphismen von N und wegen Z(H0) = 1 ist
die Zuordnung h 7→ h∗|N ein Isomorphismus auf eine Untergruppe U0 von
Aut(N).
2.4 Involutionen von Frobeniusgruppen
Betrachten wir folgendes Beispiel.
Beispiel 2.4.1. Sei K ein unendlicher Ko¨rper K mit char K = 2. Dann ist
T2(K) :=
{
αa,m : a,m ∈ K, m 6= 0
}
eine scharf 2-fach transitive Frobenius-
gruppe. αa,1 : x 7→ a+x mit a 6= 0 sind die fixpunktfreien Involutionen, weil
αa,1(x) 6= x fu¨r a 6= 0 und ∀ x ∈ K gilt α2a,1(x) = αa,1(a+1) = a+ a+x = x.
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Also gibt es im unendlichen Fall fixpunktfreie Involutionen und man kann
die Frage stellen: Gibt es unendliche Frobeniusgruppen ohne Involutionen?
Die Antwort ist:
Bemerkung 2.4.2. Es gibt unendliche Frobeniusgruppen, die keine Involu-
tionen haben.
Beweis. Betrachten wir Beispiel 2.2.11. N · 〈α〉 ist eine Frobeniusgruppe,
wobei N die (nicht abelsche) Gruppe von Matrizen
 1 x y0 1 z
0 0 1
 mit x, y,
z ∈ K fu¨r einen Ko¨rper K ist. Die zyklische Gruppe 〈α〉 habe ungerade
Primzahlordnung p. Daher besitzt 〈α〉 keine Involution.
Fu¨r (n, β) ∈ N · 〈α〉 und (n, β)2 = (E, 1) wollen wir zeigen, dass (n, β) =
(E, 1).
Es gilt: (n, β)(m) := n · β(m) und (n, β) ◦ (n, β) = (n · β(n), β2)
Somit ist (n, β)2(m) = (E, 1)(m) = m, und
(n · β(n), β2)(m) = n · β(n) · β2(m) = m ∀ m ∈ N .
Fu¨r m = E ergibt sich:
n · β(n) = E ⇒ β2(m) = m ∀ m ∈ N ⇒ β2 = 1 ⇒ β = 1,
weil 〈α〉 keine Involution entha¨lt. Also gilt n ·β(n) = n ·n = E und n = n−1
d.h.
 1 x y0 1 z
0 0 1
 =
 1 −x xz − y0 1 −z
0 0 1

Somit ist n = E und (n, β) = (E, 1).
Bemerkung 2.4.3. Aus der Bemerkung 2.4.2 und aus dem Beweis vom
Beispiel 2.2.11 folgt, dass es unendliche Frobeniusgruppen ohne Involutionen
gibt, fu¨r die der Satz von Frobenius gilt.




z 7→ a+ η · z mit a ∈ C und η ∈ A.
Lemma 2.4.4. Die Menge F := {τa,η | a ∈ K, η ∈ A} mit oben gegebenem
K und A ist eine Frobeniusgruppe ohne Involutionen mit |Fa| = 3 fu¨r a ∈ K.
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Beweis. 1) Nach 2.2.7 ist F eine Frobeniusgruppe.
2) Wenn τ 2a,η(z) = z ∀ z ∈ C, also
τ 2a,η(z) = a+ ηa+ η
2z = z ∀ z ∈ C, dann folgt fu¨r z = 0, dass a+ ηa = 0 ist.
Daher ist η2z = z fu¨r alle z. Dann folgern wir
η2 = 1 ⇒ η = 1 ⇒ a = 0 ⇒ τa,η = 1.
3) |Fx0| = 3 ∀x0 ∈ C. a+ ηx0 = x0 a ∈ C, η ∈ {1, ε, ε2}.
∀x0 ∈ C

η = 1 a = 0
η = ε a = (1− ε)x0
η = ε2 a = (1− ε2)x0
Die drei Abbildungen τa,η sind verschieden und nach Konstruktion eindeutig
bestimmt, also ist |Fx0| = 3.
2.5 Non-Split-Frobeniusgruppen und Frobeniusgrup-
pen mit vielen Involutionen
Wir benutzen jetzt eine Idee von Wefelscheid und Kreuzer [20], wo K-Loops
untergesucht und eine sogenannte Non-Split-Frobeniusgruppe konstruiert wur-
den. Als Frobeniuskern nimmt man eine K-Loop und ersetzt das semi-direkte
Produkt durch ein quasi-direktes Produkt.
Definition 2.5.1. Es sei L eine Menge mit der bina¨ren Verknu¨pfung ”·” mit
folgenden Eigenschaften:
(1) Die Gleichung a · x = b hat eine eindeutige Lo¨sung x fu¨r alle a, b ∈ L.
(2) Die Gleichung x · a = b hat eine eindeutige Lo¨sung x fu¨r alle a, b ∈ L.
(3) Es gibt 1 ∈ L mit a · 1 = 1 · a = a fu¨r alle a ∈ L.
L ist eine Rechts-Loop, wenn (1) und (3) gelten und L ist eine Loop, falls
(1), (2), (3) gelten.
Es sei SL die volle symmetrische Gruppe auf der Menge L. Die Linksmul-
tiplikation λa mit a ∈ L ist bijektiv auf L. Somit kann man δa,b := λ−1ab ◦λa◦λb
definieren. Die Abbildung δa,b ist offensichtlich bijektiv ([20]).
Definition 2.5.2. Eine Loop (L, ·) heißt K-Loop, wenn folgendes gilt:
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(1) δa,b ist ein Automorphismus von (L, ·).
(2) a−1 · b−1 = (a · b)−1 (Automorphe Invers-Eigenschaft).
(3) δa,b = δa,ba
Die Gruppe D(L) := 〈δa,b : a, b ∈ L〉 heißt die Strukturgruppe von L.
Sei G := L×D mit der Verknu¨pfung • :
(a, α) • (b, β) := (a · α(b), δa,α(b) ◦ α ◦ β).
Dann ist (G, •) eine Gruppe, das quasi-direkte Produkt von L und D.
Satz 2.5.3. ([20]) Wenn D\{id} fixpunktfrei auf L∗ operiert, dann ist (G, •)
eine Frobeniusgruppe.
Im Rest dieses Abschnittes beschreiben wir Ergebnisse von Kiechle [18].
Wenn (L, ·) eine Rechts-Loop ist, dann definieren wir eine Obstruktion-
Abbildung (obstruction-map in [18]):
χ :
{
L× SL 7→ SL
(a, α) 7→ λ−1α(a)αλaα−1
Also ist χ( , α) eine Abbildung von L in sich, und α ∈ SL ist genau dann
ein Automorphismus von L, wenn χ( , α) = idL ist. Ist T eine Untergruppe
von SL mit t(1) = 1 (fu¨r alle t ∈ T ), sowie χ(L × T ) ⊆ T und D(L) ⊆ T ,
dann heißt T Transassoziant von L (mehr in [19]).
Satz 2.5.4. ([18]) Sei (L, ·) eine Loop und T ein Transassoziant von L.
Dann gilt:
(1) L× T ist eine Gruppe mit der Verknu¨pfung
(a, α) ◦ (b, β) = (a ·α(b), δa,α(b)χ(b, α)αβ) ((a, α), (b, β) ∈ L×T)









wobei a′ = λ−1a (1) ein Rechtsinverse von a in L ist.
(2) L× T ist wohldefiniert und operiert mit





T 7→ L× T
α 7→ (1, α) ist ein Monomorphismus und 1×T der
Stabilisator von 1 ∈ L.
(4) L× {idL} ist eine Transversale von L× T/1× T .
Die Abbildung
{
L 7→ L× {idL}
a 7→ (a, idL)
ist ein Isomorphismus der Rechts-
Loop.
Satz 2.5.5. ([18]) Ist L eine Links-Loop und T 6= {idL} ein fixpunktfreier
Transassoziant von L, dann ist (L× T, L) eine Frobeniusgruppe.
Lemma 2.5.6. Es sei (G,M) eine Frobeniusgruppe, so dass die Menge aller
Involutionen J von G transitiv auf M ist. Dann gibt es zu x 6= y aus M
genau ein α ∈ J mit α(x) = y.
Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu x und y ein α ∈ J mit α(x) = y.
Wenn β ∈ J und β(x) = y, dann ist αβ(x) = α(y) = x, αβ(y) = α(x) = y,
also ist αβ ∈ Gx,y = {1} und somit α = β.
Definition 2.5.7. ([18]) Eine Frobeniusgruppe (G,M) besitzt viele Involu-
tionen, wenn J(G) transitiv auf M ist und der Stabilisator eines Punktes
ho¨chstens eine Involution entha¨lt.
Bemerkung 2.5.8. Da alle Stabilisatoren Ga fu¨r a ∈ M konjugiert sind,
enthalten sie dieselbe Anzahl von Involutionen.
Satz 2.5.9. ([18]) Es sei (G,M) eine Frobeniusgruppe mit vielen Involutio-
nen und a ∈M .
(1) Es gibt nur eine Abbildung µ : M 7→ J (x 7→ µx) mit µx(a) = x
(x ∈M), so dass entweder µ(M) = J\{1} oder µ(M) = J .
(2) µ(M) ist regula¨r auf M .
(3) L := µ(M) · µa ist eine Transversale von G/Ga, die ein K-Loop ist.
(4) Es ist µ(M) = J\{1} genau dann, wenn jede Involution aus G genau
einen Fixpunkt hat. In diesem Fall ist CG(µa) = Ga und L hat kein
Element der Ordnung 2.
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(5) Wenn µ(M) = J , dann ist L = J (man nennt sie eine Loop vom
Exponenten 2) und jede Involution ist fixpunktfrei.
Wenn L vom Exponenten 2 ist, dann hat die Frobeniusgruppe G (mit
vielen Involutionen) die Charakteristik 2, man schreibt char G = 2. Falls
char G 6= 2, dann haben die Involutionen von G Fixpunkte.
Satz 2.5.10. ([25]) Ist G eine scharf 2-fach transitive Gruppe, dann ist G
eine Frobeniusgruppe mit vielen Involutionen, und die K-Loop aus Satz 2.5.9
ist isomorph zur additiven Loop des zugeho¨rigen Fastbereichs F . Ferner ist
char G = 2 genau dann, wenn char F = 2.
Satz 2.5.11. ([18]) Ist L eine Loop vom Exponenten 2 und T ein fixpunkt-
freier Transassoziant, dann entha¨lt T keine Involution. Ferner ist G := L×T
eine Frobeniusgruppe mit vielen Involutionen und char G = 2, L ist eine K-
Loop und T ⊆ Aut(L).
Satz 2.5.12. ([18]) Es sei (G,M) eine Frobeniusgruppe. Ga sei ein Stabili-
sator von a ∈ M . Wenn es eine Menge F ⊆ J(G) gibt, so dass 1 ∈ F und
F transitiv und fixpunktfrei auf M ist, dann ist G eine Frobeniusgruppe mit
vielen Involutionen und char G = 2. Ferner gilt F = J(G) und F ist eine
Transversale von G/Ga, die eine K-Loop ist.
Es ist nicht bekannt, ob es eine Frobeniusgruppe gibt, so dass J transitiv
ist und Ga mehr als eine Involution entha¨lt.
Eine Rechts-Loop heißt eindeutig 2-teilbar, falls die Abbildung x 7→ x2
eine Bijektion ist.
Satz 2.5.13. ([18]) Sei L eindeutig 2-teilbare K-Loop und Ω eine fixpunkt-
freie Untergruppe von Aut(L), die die Struktur-Gruppe D(L) und eine Invo-
lution α entha¨lt. Dann gilt:
(a) α(x) = x−1 ∀x ∈ L.
(b) L × Ω ist eine Frobeniusgruppe mit vielen Involutionen der Charakte-
ristik 6= 2.
(c) (a, α) ist eine Involution und λa(x) = (a, α)(1, α)(x) (a, x ∈ L).
Satz 2.5.14. ([18]) Sei H eine Untergruppe der Gruppe G und J∗ = J\{1}.
Dann sind die folgenden Aussagen a¨quivalent:
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(i) (G,G/H) ist eine Frobeniusgruppe mit vielen Involutionen und
char G 6= 2.
(ii) H = CG(µ) fu¨r ein geeignetes µ ∈ J∗ und zu verschiedenen α, β ∈ J∗
existiert γ ∈ J∗ mit γαγ = β und CG(α) ∩ CG(β) = {1}.
Falls (ii) gilt, dann ist γ fu¨r die gegebenen α und β eindeutig bestimmt.
Wir beno¨tigen die folgende Definition:
Eine Gruppe G heißt spezifisch, wenn |J∗| > 2 ist und es ein p ∈ N ∪∞
gibt, so dass es fu¨r alle α, β ∈ J∗ mit α 6= β ein γ ∈ J∗ mit |αβ| = p, γαγ = β
gibt und CG(α) ∩ CG(β) = {1} gilt.
Wir schreiben char G = p fu¨r p =∞ und anderenfalls char G = 0.
Fu¨r spezifischen Gruppen ist char G = 0 oder eine ungerade Primzahl ([18]).
Satz 2.5.15. ([18]) Es sei G eine spezifische Gruppe mit char G = p. Wenn




eine Frobeniusgruppe mit vielen
Involutionen und char G 6= 2. Der Exponent der zu G geho¨renden K-Loop L
ist p. Wenn p = 0 ist, dann hat jedes Element aus L∗ = L\{1} unendliche
Ordnung.
Satz 2.5.16. ([18]) Sei L eine K-Loop und Ω eine fixpunktfreie Untergrup-
pe von Aut(L), die die Strukturgruppe D(L) und eine Involution α entha¨lt.
Wenn G = L× Ω, dann gilt:
(1) Wenn Exp(L) = p eine ungerade Primzahl p ist, dann ist G eine spe-
zifische Gruppe mit char G = p.
(2) Wenn jedes Element aus L∗ unendliche Ordnung hat, dann ist G eine
spezifische Gruppe mit char G = 0.
(3) In beiden Fa¨llen ist Ω = CG(α).
Die Tatsache, dass die spezifischen Gruppen die Frobeniusgruppen sind,
wurde in [5] betrachtet.
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3 Unendliche Zassenhausgruppen. Aussagen.
Konstruktionsmethoden
3.1 Allgemeine aus dem endlichen Fall u¨bernommene
Aussagen
Es liegt nahe zu versuchen, die Ergebnisse u¨ber endliche Zassenhausgruppen
auf die Klasse der lokal endlichen Zassenhausgruppen auszudehnen. Dies ge-
lingt teilweise. Es ergibt sich eine vollsta¨ndige U¨bersicht u¨ber die lokal end-
lichen scharf 3-fach transitiven Zassenhausgruppen.
Einige Aussagen u¨ber die endlichen Zassenhausgruppen sind ohne Ein-
schra¨nkungen auf den unendlichen Fall u¨bertragbar.
Es sei G eine unendliche Zassenhausgruppe, Gx 6 G und Gx,y 6 Gx fu¨r
x, y ∈M , x 6= y. Fu¨r alle b ∈ Gx gelte (|Gbx,y ∩Gx,y| > 1 ⇔ b ∈ Gx,y).
Lemma 3.1.1. ([3]) Es sei G eine Zassenhausgruppe. Definieren wir




dann gelten die folgenden Aussagen:
a) Fu¨r v ∈ V ist CG(v) 6 Gx.
b) Wenn V g ∩Gx 6= ∅, dann ist g ∈ Gx.
c) Gx,y operiert frei auf V , d.h. falls tv = vt fu¨r t ∈ Gx,y, v ∈ V , dann ist
t = id.
d) Es sei ω ein Element aus G, das x und y vertauscht. Dann ist NG(Gx,y) =
〈Gx,y, ω〉 = Gx,y ∪Gx,yω.
e) Falls g ∈ G und |Gx,y ∩ Ggx,y| > 1, dann gilt g ∈ NG(Gx,y).
Beweis. a) Fu¨r b ∈ Gx gilt bGx,yb−1 = Gb(x),b(y) = Gx,b(y). Die Gruppe Gx
ist transitiv auf M\{x}. Dann sind V die Elemente, die nur x fixieren,
d.h. v(x) = x und v(y) 6= y fu¨r alle y 6= x ∈M .
Angenommen, es gibt ein g ∈ CG(v) mit g /∈ Gx. Dann folgern wir
g(x) 6= x⇒ v(g(x)) = gvg−1(g(x)) = g(x)⇒ v ∈ Gx,g(x). Widerspruch.
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b) Angenommen, gV g−1 ∩Gx 6= ∅ fu¨r ein g 6∈ Gx. Dann ist g(x) 6= x und
es gibt v ∈ V und b ∈ Gx mit gvg−1 = b. Also ist
v(x) = x und v(y) 6= y fu¨r alle y ∈M\{x}. Es folgt
v = g−1bg und g(x) 6= x ⇒ g−1(x) 6= x ⇒ v ∈ Gx,g−1(x). Widerspruch.
c) Es sei tv = vt, t ∈ Gx,y und v ∈ V . Da t aus Gx,y ist, gilt t(x) = x,
t(y) = y.




= v(y). Nun ist v ∈ V , d.h.
v(y) 6= x 6= y 6= v(y) und somit t ∈ Gx,y,v(y) = {id}.
d) Es sei ω(x) = y, ω(y) = x. Dann gilt
ωGx,yω
−1(x) = Gx,yω(y) = ω(y) = x,
ωGx,yω
−1(y) = Gx,yω(x) = ω(x) = y
und somit ωGx,yω
−1 = Gx,y.
Nun ist ω−1 · ω−1 ∈ Gx,y d.h. ω−1 ∈ Gx,yω.
Fu¨r alle p ∈ Z ist entweder ωp ∈ Gx,y oder ωp vertauscht x und y. Also
ist ωpω−1 ∈ Gx,y und ωp ∈ Gx,yω.
Also folgt ωGx,y ∪Gx,y = 〈Gx,y, ω〉.
Es sei g ∈ NG(Gx,y). Dann ist Gx,y = gGx,yg−1. Fu¨r x und y gilt
gGx,yg
−1(g(x)) = g(x) und gGx,yg−1(g(y)) = g(y).
Also sind x und y Fixpunkte von g und somit ist g ∈ Gx,y. Anderenfalls
vertauscht g die Elemente x und y und es gilt gω−1 ∈ Gx,y, d.h. g ∈
Gx,yω.
Also gilt g ∈ 〈Gx,y, ω〉 und somit NG(Gx,y) ⊆ 〈Gx,y, ω〉 = Gx,y ∪Gx,yω.
Es sei g ∈ Gx,y ∪ Gx,yω, dann gilt entweder g(x) = x, g(y) = y oder
g(x) = y, g(y) = x. Also gGx,yg
−1(x) = x und gGx,yg−1(y) = y, d.h.
gGx,yg
−1 ⊆ Gx,y und somit g ∈ NG(Gx,y) und NG(Gx,y) = 〈Gx,y, ω〉.
e) Es sei |Gx,y ∩ Ggx,y| > 1, d.h. |Gx,y ∩ Gg(x),g(y)| > 1. Dann ist entweder
g(x) = x, g(y) = y oder g(x) = y, g(y) = x. Also ist
{
g ∈ Gx,y oder
gGx,yg
−1 ⊆ Gx,y
und somit g ∈ NG(Gx,y).
Lemma 3.1.2. ([3]) Es sei G eine ZT-Gruppe. Dann :
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1) Falls 1 6= H / Gx, dann Gx = NG(H).
2) Falls H / NG(Gx,y) und |H| > 4, dann NG(H) = NG(Gx,y).






Gx ist transitiv auf M\{x}. Also haben alle Elemente aus H nur x als
gemeinsames Fixpunktelement.





= g(x) fu¨r alle
h ∈ H und somit g(x) = x, d.h g ∈ Gx.
2) H / NG(Gx,y). Dann gilt fu¨r alle n aus NG(Gx,y) nHn
−1 = H und
n ∈ NG(H) und somit NG(Gx,y) ⊆ NG(H).
Es sei g ∈ NG(H). Aus Lemma 3.1.1 d) folgt, dass [NG(Gx,y) : Gx,y] = 2
ist. Also NG(Gx,y) = Gx,y ∪ Gx,yω, wobei ω die Elemente x und y
vertauscht.
(∗) Falls h1, h2 /∈ Gx,y, dann vertauschen sie x und y, also ist h1h2 ∈
Gx,y.
Da |H| > 4, gibt es id, h1, h2, h3, h4 ∈ H.
Angenommen, |H ∩Gx,y| 6 2, dann gilt entweder a) oder b).
a) |H∩Gx,y| = 1. Also H∩Gx,y = {id}. Nach (∗) gilt h1h2 = h1h3 = id,
also h2 = h3. Widerspruch.
b) |H ∩Gx,y| = 2. Sei H ∩Gx,y = {id, h1}. Dann gilt o.B.d.A nach (∗)
h2h4 = h1, h2h3 = id und
{
h3h4 = id oder
h3h4 = h1
Falls h3h4 = id, dann ist h2 = h4. Widerspruch.
Falls h3h4 = h1, dann ist h2 = h3. Widerspruch.
Also |H ∩Gx,y| > 2 und |(H ∩Gx,y)g| = |H ∩Gx,y|, d.h. |(H ∩Gx,y)g| =
|H ∩Gx,y| > 2.
Sei H 6= Gx,y, dann gibt es h ∈ H mit h /∈ Gx,y, d.h. h = tω und somit
(H ∩ Gx,y) ∪ (H ∩ Gx,y)h = (H ∩ Gx,y) ∪ (H ∩ Gx,yh) = (H ∩ Gx,y) ∪
(H ∩ Gx,yω) = H ∩ (Gx,y ∪ Gx,yω) = H ∩ NG(Gx,y) = H. Also [H :
H ∩ Gx,y] = 2. Im Allgemeinen gilt [H : H ∩ Gx,y] 6 2. Dann folgern
wir
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|(H ∩Gx,y)g ∩ (H ∩Gx,y)| > 1 ⇒
|(H ∩ Gx,y)g ∩ (H ∩ Gx,y)| = |H ∩ Ggx,y ∩ Gx,y| < |Ggx,y ∩ Gx,y| ⇒
|Ggx,y ∩Gx,y| > 1
und mit dem Lemma 3.1.1 e) erha¨lt man g ∈ NG(Gx,y) d.h. NG(H) ⊆
NG(Gx,y).
Satz 3.1.3. ([15]) Sei G eine Zassenhausgruppe, die auf der Menge M ope-
riert. Sei H 6 G mit {id} 6= Hx,y ⊂ H ⊆ Gx. Dann ist NG(H) ⊆ Gx.
Beweis. Angenommen NG(H) 6⊆ Gx, dann gibt es ein n ∈ NG(H) mit n(x) =
z und x 6= z.
H(z) = Hn(x) = nH(x) = n(x) = z. Dann folgt es
H ⊆ Gz ∩Gx = Gx,z ⇒ Hx,y ⊂ H ⊆ Gy,z ⇒ Hx,y ⊂ Gx,y,z = {id} ⇒ Hx,y =
{id}. Widerspruch.
3.2 Zassenhausgruppen als Untergruppen von scharf
3-fach transitiven Gruppen
Bis jetzt sind uns nur solche unendlichen Zassenhausgruppen bekannt, die
Untergruppen von scharf 3-fach transitiven Gruppen sind, sowie natu¨rlich
lokal endliche Suzuki-Gruppen Sz(F ).
Hier werden einige Aussagen u¨ber ZT-Gruppen (Zassenhaus Transitiv)
bewiesen, die Untergruppen von scharf 3-fach transitiven Gruppen sind. We-
felscheid und Kerby haben in [17] gezeigt, dass solche ZT-Gruppen eindeutig
mit Hilfe einer geeigneten Untergruppe von der multiplikativen Gruppe (F ∗, ·)
eines KT-Feldes (F,+, ·, σ) charakterisiert werden ko¨nnen.
Definition 3.2.1. Eine Menge F mit bina¨ren Operationen + und · heißt ein
Fastbereich, wenn gilt:
(1) (F,+) ist eine Loop.
(2) a+ b = 0 ⇒ b+ a = 0.
(3) (F ∗, ·) ist eine Gruppe mit dem neutralen Element 1.
(4) 0 · a = 0 ∀a ∈ F .
(5) a · (b+ c) = ab+ ac ∀a, b, c ∈ F .
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(6) ∀a, b ∈ F ∃da,b ∈ F : a+ (b+ x) = (a+ b) + da,bx ∀x ∈ F .
Definition 3.2.2. (F,+, ·, σ) heißt ein KT-Feld, wenn gilt:
(1) (F,+, ·) ist ein Fastbereich.





= 1− σ(1 + x) ∀x ∈ F\{0, 1}.
Satz 3.2.3. (Satz von Kerby und Wefelscheid [17])








x 7→ a+ σ(b+mx)
∞ 7→ a
−m−1b 7→ ∞
a, b ∈ F , m ∈ F ∗.
bilden eine Gruppe T3(F¯ ), die scharf 3-fach transitiv auf F¯ ist. Umgekehrt,
ist jede scharf 3-fach transitive Gruppe isomorph als Permutationsgruppe zu
T3(F¯ ) mit dem eindeutig bestimmten KT-Feld (F,+, ·, σ).
Im Folgenden sei jede scharf 3-fach transitive Gruppe der Form T3(F¯ ).
Satz 3.2.4. ([27]) Sei (F,+, ·, σ) ein KT-Feld. Wenn B eine Untergruppe
von (F ∗, ·) ist, so dass R ⊆ B, D ⊆ B und σ(B) ⊆ B gilt, wobei R :={





∞ 7→ ∞ a ∈ F , m ∈ B.
β :

x 7→ a− σ(b+mx)
−m−1b 7→ ∞
∞ 7→ a
a, b ∈ F , m ∈ B
eine Untergruppe U von T3(F¯ ), die eine ZT-Gruppe ist.
Umgekehrt, gibt es fu¨r jede U 6 T3(F¯ ), die eine ZT-Gruppe ist, eine Unter-
gruppe B 6 F ∗ mit R ⊆ B, D ⊆ B und σ(B) ⊆ B so, dass alle Elemente
von U die Form von α oder β haben.
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Satz 3.2.5. ([27]) Eine ZT-Untergruppe U von T3(F¯ ) ist genau dann normal,
wenn die entsprechende Untergruppe B von F ∗ normal ist. In diesem Fall ist
T3(F¯ )/U ∼= F ∗/B.
Satz 3.2.6. ([16]) Es sei (F,+, ∗) ein kommutativer Ko¨rper und A eine
Untergruppe von F ∗, so dass folgendes gilt:
(i) Q := {a ∗ a | a ∈ F ∗} ⊆ A.
(ii) Es gibt einen Monomorphismus pi : F ∗/A 7→ Aut(F,+, ∗).
(iii) τ(x) ∈ x ∗ A fu¨r alle x ∈ F ∗ und τ ∈ pi(F ∗/A)
Sei κ : F ∗ 7→ F ∗/A ein kanonischer Homomorphismus. Dann ist (F,+, ◦)
mit a ◦ b =
{
0 fu¨r a = 0
a ∗ aϕ(b) mit aϕ = piκ(a)
ein Fastbereich und Fϕ := (F,+, ◦, σ) ist ein KT-Feld mit σ(a) = a−1 (das
Inverse bzgl. ∗ )
Satz 3.2.7. ([27]) Sei Fϕ ein KT-Feld wie in Satz 3.2.6 konstruiert. Dann
sind a¨quivalent:
1) Eine ZT-Untergruppe U 6 T3(Fϕ) ist gleichzeitig eine Untergruppe
von PGL(2, F ).
2) Die entsprechende Untergruppe B 6 (F ∗, ◦) erfu¨llt B ⊆ Kerϕ := {z ∈
F ∗ | zϕ = id}.
Satz 3.2.8. ([27]) Die kleinste ZT-Untergruppe U von einer scharf 3-fach
transitiven Gruppe T3(F¯ϕ) (mit F
ϕ wie in Satz 3.2.6) ist isomorph zu PSL(2, F ).
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3.3 Konstruktion und Beispiele einer ZT-Gruppe mit
dem regula¨ren Normalteiler
Die Konstruktion der endlichen Zassenhausgruppen mit regula¨rem Normal-
teiler la¨ßt sich vermutlich nicht auf den lokal endlichen Fall verallgemeinern.
Mit etwas anderen Ideen ko¨nnen wir neue unendliche Zassenhausgruppen mit
regula¨rem Normalteiler angeben (Konstruktion (3.3.5) und Beispiele 3.3.10,
3.3.11).
Wir beginnen mit notwendigen Definitionen und Beispielen.
Definition 3.3.1. Ein Ko¨rper K ist vollkommen, wenn jedes in K[x] irre-
duzible Polynom f(x) separabel ist, d.h. f hat im algebraischen Abschluß von
K keine mehrfachen Nullstellen.
Beispiel 3.3.2. Ko¨rper der Charakteristik Null, alle endlichen Ko¨rper und
algebraisch-abgeschlossene Ko¨rper sind vollkommen.
Satz 3.3.3. Ein Ko¨rper der Charakteristik p ist dann und nur dann ein voll-
kommener Ko¨rper, wenn es zu jedem Element eine p-te Wurzel gibt. Zu je-
dem unvollkommenen Ko¨rper gibt es eine inseparable Erweiterung und einen
kleinsten algebraischen und zugleich vollkommenen Erweiterungsko¨rper, die
vollkommene Hu¨lle von K.
Satz 3.3.4. ([13]) Fu¨r einen Fastbereich F sind a¨quivalent:
a) F ist ein Fastko¨rper.
b) (F,+) ist abelsch.
Konstruktion 3.3.5. Sei (F,+, ·) ein unendlicher Fastko¨rper der Charak-
teristik 2 und U eine nicht triviale Untergruppe von Automorphismen von
(F,+, ·), so dass jedes ϕ ∈ U\{id} nur die Fixpunkte 0 und 1 hat. Sei nun
G = {g : x 7→ a · ϕ(x) + b mit a 6= 0, b ∈ F und ϕ ∈ U}. Dann bildet G eine
unendliche auf F operierende ZT-Gruppe, die den regula¨ren Normalteiler N
= {η : x 7→ x+ b | b ∈ F} entha¨lt.
Beweis. 1. G ist eine Gruppe.
a) Abgeschlossenheit : fu¨r alle g1, g2 ∈ G gilt g1 ◦ g2 ∈ G.
Sei g1 : x 7→ a1 ·ϕ1(x)+b1, g2 : x 7→ a2 ·ϕ2(x)+b2 dann gilt g1◦g2 :
x 7→ a · ϕ(x) + b mit a = a1ϕ1(a2), ϕ = ϕ1ϕ2, b = a1ϕ1(b2) + b1.
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c) neutrales Element : idG = g mit a = 1, b = 0 und ϕ = idAut(F ).
d) inverses Element : fu¨r jedes g ∈ G mit x 7→ a ·ϕ(x) + b gibt es ein
g−1 ∈ G: x 7→ c · ψ(x) + d mit c = ϕ−1(a−1), d = ϕ−1(a−1 · b) und
ψ = ϕ−1, so dass g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = idG ist.
2. G ist 2-fach transitiv (nicht aber scharf wegen |U| 6= 1).
3. G0,1 = {g : x 7→ ϕ(x), ϕ ∈ U} und |G0,1| 6= 1. Wegen 2-facher Transiti-
vita¨t von G gilt Ga,b 6= {id} fu¨r alle a, b ∈ F .
4. Fu¨r jedes f ∈ F\{0, 1} gilt ϕ(f) 6= f , d.h. G0,1,f = {id} fu¨r alle
f ∈ F\{0, 1} und somit Ga,b,c = {id} fu¨r alle a, b, c ∈ F .
Wir betrachten nun eine Standuntergruppe G0 = {h : x 7→ a · ϕ(x)} und
sehen sofort, dass G0 transitiv auf F\{0} operiert. G0 ist eine Frobenius-
gruppe mit dem Komplement U = G0,1 und dem Kern K = {κ : x 7→ a · x}.
N ist ein Normalteiler von G, der offensichtlich regula¨r und wegen Satz
3.3.4 kommutativ ist. Es ist auch bemerkenswert, dass diese Gruppe nur aus




Lemma 3.3.6. 1. Falls (F,+, ·) ein unendlicher Fastbereich der Charak-
teristik 2 ist, dann ist G = {g : x 7→ b + a · ϕ(x) mit a 6= 0, b ∈
F und ϕ ∈ U} auch eine Zassenhausgruppe, wobei U eine fixpunktfreie
Untergruppe von Aut(F,+, ·) ist. Wenn N = {η : x 7→ b + x | b ∈ F}
eine regula¨re Untergruppe ist, dann ist (F,+, ·) ein Fastko¨rper.
2. Wir betrachten die Struktur (F,A,+, ·), wobei:
1) (F,+) eine abelsche Gruppe mit 0 und char F=2 ist.
2) 0 · f = 0 fu¨r alle f ∈ F .
3) A ⊂ F\{0} mit den Eigenschaften:
(A, ·) ist eine Gruppe und
a(b+ c) = ab+ ac fu¨r alle a ∈ A, b, c ∈ F und
U 6 Aut(F ), wobei fu¨r alle ϕ ∈ U gilt:
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ϕ(ax + b) = ϕ(a)ϕ(x) + ϕ(b) und ϕ 6= id operiert fixpunktfrei auf
F\{0, 1}. Dann ist G = {g : x 7→ a ·ϕ(x)+ b mit a ∈ A, b ∈ F und ϕ ∈
U} jedoch keine Zassenhausgruppe.
Beweis. Angenommen, die oben gegebene Struktur (F,A) passt zur
Konstruktion 3.3.5. Dann folgt sofort aus der Abgeschlossenheit von
(G, ◦), dass ϕ(A) = A fu¨r alle ϕ ∈ U sein muss. Nun seien A ⊂ F ∗
und y ∈ F ∗\A. G ist 2-fach transitiv. Dann nehmen wir (x1, x2) und
(y1, y2) so, dass x1 + x2 ∈ A und y1 + y2 = y.
Es gibt ein g ∈ G : x 7→ aϕ(x) + b und g(xi) = yi, i = 1, 2. Also gilt
aϕ(x1)+b = y1 und aϕ(x2)+b = y2 und es folgt aϕ(x1+x2) = y1+y2 =
y.
Das ist ein Widerspruch, denn aϕ(x1+x2) ∈ A und y ∈ F ∗\A. Folglich
ist A = F ∗ und (F,+, ·) ist wieder ein Fastko¨rper.
Folgerung 3.3.7. Die schwa¨chste algebraische Struktur (F,+, ·), die zur
Konstruktion 3.3.5 passt, ist mit dem Lemma 3.3.6 ein Fastko¨rper.
Nun geben wir einige explizite Beispiele von Zassenhausgruppen nach
der Konstruktion 3.3.5. Zuna¨chst betrachten wir den Ko¨rper der rationalen




, . . . , t1/2
n
, . . .)
die vollkommene Hu¨lle von Z2(t).
Behauptung 3.3.8. Fu¨r jedes n ∈ N und f ∈ S mit f 2n−1 = 1 folgt f = 1.








ai · tni und f2 :=
∞∑
i=0







, ξip ∈ N0, ai, ci ∈ Z2
Fast alle ξip, ai, ci sind 0.
Also ist f 2




2 . Das heißt(∑
ai · t2n−1·ni




) · (∑ ci · t2n−2·ni) · . . . · (∑ ci · t2ni) · (∑ ci · tni)
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Angenommen, es gibt f1, f2, so dass f1 6= f2 und f 2n−11 = f 2
n−1
2 . Also gibt
es kleinste positive Zahl k, so dass ak 6= ck und aj = cj fu¨r alle j < k.
Falls k = 0, dann o.B.d.A a0 = 1 und c0 = 0 und f
2n−1
1 ha¨tte ein Monom 1
und f 2
n−1
2 wu¨rde kein solches besitzen. Widerspruch.





2 der Potenz nk. Dann gilt
a0 · . . . · a0︸ ︷︷ ︸
n−1
·ak · tnk +
(∑
ai1 · ai2 · . . . · ain
) · tnk =
= a0 ·ak · tnk+
(∑
ai1 ·ai2 · . . . ·ain
) · tnk = c0 ·ck · tnk+(∑ ci1 ·ci2 · . . . ·cin) · tnk ,
wobei i1, . . . , in so gewa¨hlt sind, dass
n∑
j=1
2n−j · nij = nk
und 0 6 ij < k.
Nach der Annahme ai = ci fu¨r alle i < k folgt
∑
ai1 · ai2 · . . . · ain =
=
∑
ci1 · ci2 · . . . · cin und somit a0ak = c0ck. Daraus folgt, dass ak = ck.
Widerspruch.
Nun sei U eine zyklische Untergruppe von Aut(S), die von dem Frobeni-
usautomorphismus ϕ: f 7→ f 2 erzeugt ist. Dann gilt:
Behauptung 3.3.9. Die Gruppe U = 〈ϕ〉 6 Aut(S) operiert fixpunktfrei auf
S\{0, 1}.
Beweis. a) ϕ ist ein fixpunktfreier Automorphismus (auf S\{0, 1}).
Angenommen, es gibt ein f ∈ S\{0, 1}, so dass ϕ(f) = f , d.h. f 2 = f ,
dann ist f = 1 (Widerspruch).
b) ϕn (n ∈ N) ist auch ein fixpunktfreier Automorphismus (auf S\{0, 1}).
Angenommen, es gibt f ∈ S\{0, 1}, so dass ϕn(f) = f , dann gilt
f 2
n
= f , also f 2
n−1 = 1 und somit aus der Behauptung 3.3.8 folgt
f = 1 (Widerspruch).
c) Trivialerweise folgt, dass ϕ−n (n ∈ N) ein fixpunktfreier Automorphis-
mus (auf S\{0, 1}) ist.
Beispiel 3.3.10. Sei G = {g : x 7→ a·x2n+b mit a 6= 0, b ∈ S, n ∈ Z}. Dann
(mit 3.3.5, 3.3.9) ist (G, S) eine unendliche ZT-Gruppe mit dem regula¨ren
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Normalteiler N , wobei N = {η : x 7→ x+b | b ∈ S} ist. Die Standuntergruppe
H = {h : x 7→ a · x2n | 0 6= a ∈ S} = G0 ist eine Frobeniusgruppe mit dem
Komplement U = 〈ϕ〉 = G0,1 und dem Kern K = {κ : x 7→ a ·x | 0 6= a ∈ S}.
Und es gilt G = NH, wobei N
⋂
H = {id} ist.
Beispiel 3.3.11. Sei K = Z2 der Ko¨rper mit zwei Elementen 0, 1. Betrachten
wir die freie K-Algebra mit abza¨hlbar vielen Unbestimmten xi (i ∈ Z) und
nehmen den universellen Quotientenschiefko¨rper F mit dem Automorphis-
mus σ : xi 7→ xi+1. Alle Potenzen von σ (6= σ0) haben nur 0, 1 als Fixpunkte,
und mit dem identischen Automorphismus bilden sie eine fixpunktfreie Un-
tergruppe U von Aut(F). Nach der Konstruktion (3.3.5) gibt es dann eine
unendliche ZT-Gruppe mit dem regula¨ren Normalteiler.
Wir wollen nun zeigen: Falls die in (3.3.5) konstruierte Gruppe eine Un-
tergruppe der scharf 3-fach transitiven Gruppe T3(F¯ ) ist, dann hat das ent-
sprechende KT-Feld F die Charakteristik 2. Zuna¨chst beweisen wir folgendes
Lemma:
Lemma 3.3.12. Sei G eine scharf 3-fach transitive Gruppe und N ein
regula¨rer Normalteiler von G, der aus fixpunktfreien Involutionen besteht.
Dann gibt es keine Involution in G, die zwei Punkte festla¨sst.
Beweis. Angenommen, es gibt id 6= α ∈ Ga,b und α2 = id. Nach der Voraus-
setzung gibt es ein n ∈ N :
n(a) = b und n(b) = a ⇒
{
nαn(a) = nα(b) = n(b) = a
nαn(b) = nα(a) = n(a) = b
Dann nαn = α, sonst ga¨be es ein c 6∈ {a, b}, so dass x := nαn(c) 6= c 6=








σ(nαn)σ−1(y) = σ · nαn(x) = σ(c) = c
σ(nαn)σ−1(c) = σ · nαn(c) = σ(x) = y
σ(nαn)σ−1(a) = σ · nαn(a) = σ(a) = a
⇒ σ(nαn)σ−1 = α
Also ga¨lte b = α(b) = σ(nαn)σ−1(b) ⇒ nαn(σ−1(b)) = σ−1(b) ⇒
σ−1(b) =
{
b⇒ σ(b) = b ⇒ σ = id (Widerspruch σ(x) = y)
a (Widerspruch, da σ(a) = a)
Wie behauptet, nαn = α ⇒ nα = αn ⇒ (nα)2 = id. Nun sei α(c) := d,
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n1n2α(c) = n1n2(d) = n1(c) = z





= n2α(c) = c
Falls z 6= d dann n1n2α = n1 ⇒ n2α = id ⇒ n2 = α (Widerspruch, da
n2 fixpunktfrei ist). Deswegen muss z = d gelten. Woraus folgt, dass p = c.




Nun sei α(f) := e. Betrachten wir n3 ∈ N : n3(f) = e.
Dann ist

n1n3α(f) = n1(f) := k





= n3 · n1αn1(f) = n3α(f) := f
Falls k 6= e dann ist n1n3α = n1 ⇒ n3α = id ⇒ n3 = α (Widerspruch,
da n3 fixpunktfrei ist). Also muss k = e sein.




⇒ n1 = α (Widerspruch, n1 6∈ Ga,b)
Also gibt es keine Involution in G mit zwei Fixpunkten.
Definition 3.3.13. Sei (G,M) eine scharf 3-fach transitive Gruppe. Wir
bezeichnen mit Jf die Menge aller Involutionen von G, die Fixpunkte haben.
Es sei K = {α ∈ G : ord(α) = 3}. Dann definieren wir:
G ist vom Typ (m,n) mit m ∈ {0, 1, 2}, n ∈ {0, 1} genau dann, wenn die
Elemente von K bzw. die Elemente von Jf m bzw. n+ 1 Fixpunkte haben.
Unter char G versteht man char Ga fu¨r ein a ∈M .
Satz 3.3.14. ([16]) G sei eine scharf 3-fach transitive Gruppe, dann gilt:
G ist vom Typ (m, 0) mit m ∈ {0, 1, 2} ⇔ char G = 2
Bis jetzt ist noch nicht gekla¨rt, ob die in 3.3.5 konstruierte Gruppe G eine
Untergruppe einer scharf 3-fach transitiven Gruppe ist. Jedoch gilt folgendes:
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Folgerung 3.3.15. Wenn die Gruppe G aus 3.3.5 eine Untergruppe einer
scharf 3-fach transitiven Gruppe T3(F¯ ) ist, dann ist char F = 2.
Beweis. Sei T3(F¯ ) eine scharf 3-fach transitive Gruppe, die unsere Gruppe
G als Untergruppe entha¨lt. Dann hat nach dem Lemma 3.3.12 T3(F¯ ) keine
Involution mit zwei Fixpunkten. Und mit dem Satz 3.3.14 char G = 2, d.h.
char F = 2.
Vermutung 3.3.16. Wir vermuten, dass die von uns in 3.3.5 konstruierte
Gruppe G in keiner scharf 3-fach transitiven Gruppe einbettbar ist.
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4 Interessante Problemstellungen
Wefelscheid hat in [26] und [28] einige Fragen und Probleme gestellt.
Wir stellen hier die wichtigsten Fragen zusammen.
Sei (G,M) eine unendliche Frobeniusgruppe. Was kann man daru¨ber sa-
gen?
Wir betrachten die Menge N :=
{
τ ∈ G : τ(x) 6= x ∀x ∈M}∪{id} von
fixpunktfreien Abbildungen.
1. Wenn N eine Gruppe ist, dann gilt der Satz von Frobenius fu¨r unsere
Gruppe G.
Wir kennen die Beispiele mit abelschem N . (z.B. T2(K), wobei K ein
kommutativer Ko¨rper ist)
Beispiel 2.2.11 zeigt, dass N nicht abelsch sein muß.
2. Laut Collins [2] gibt es Beispiele mit N = 1. (Das ist jedoch nicht
explizit aufgeschrieben.)
3. Wir ko¨nnen fragen, ob N eine ”scho¨ne” Transversale T entha¨lt, wobei
G = T ·Ga fu¨r ein geeignetes a ∈M ist.
”Scho¨n” kann bedeuten:
(a) Die Menge T ist abelsch.
(Nach 2.2.3 gilt: Wenn T abelsch ist, dann ist T schon eine Grup-
pe.)
(b) T ist keine abelsche Gruppe.
(c) Nach Paragraph 2.5 kann die Menge T eine K-Loop sein.
4. Endlichkeitseigenschaft :
(a) Beispiele 2.2.8, 2.4.4 belegen, dass Ga endlich sein kann.
(b) Wegen Lemma 2.2.2 kann eine Transversale nicht endlich sein.
5. Frobeniusuntergruppen von (G,M).
Man bestimme alle Untergruppen H von G, so dass (H,M) eine Fro-
beniusgruppe ist.
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Falls G = TGa, wobei T eine Gruppe ist, nimmt man alle Untergruppen
U < Ga und setzt H = TU .




−1 = TGa gilt, wobei T eine Transversale ist,
dann muss fu¨r jede Frobeniusuntergruppe H < G gelten: 〈T 〉 ⊆ H.
Ist diese minimale Frobeniusuntergruppe 〈T 〉 unabha¨ngig von der Wahl
von T?
6. Man bestimme alle Erweiterungen L > G, dass (L,M) eine Frobenius-
gruppe ist, die auf derselben Menge M operiert.
7. Es sind alle neuen Konstruktionen von Frobeniusgruppen zu bestim-
men.
Gilt die Behauptung 17.3 [21] fu¨r die unendlichen Frobeniusgruppen?
Behauptung 17.3. G sei eine Frobeniusgruppe mit dem Frobeniuskern
N . K sei eine Untergruppe von G.
Falls K 6⊆ N und K ∩N 6= {1}, dann ist K eine Frobeniusgruppe mit
dem Kern K ∩N .
Falls {1} < K < N und K / G, dann ist G/K eine Frobeniusgruppe
mit dem Kern N/K. (Natu¨rlich kann die neue Gruppe nicht mehr auf
M operieren).
Alle Beweise in [21] brauchen dafu¨r Endlichkeit.
8. Charakterisierung jener Frobeniusgruppen, die dem Satz von Frobenius
genu¨gen.
9. Wir schwa¨chen das oben gestellte Problem ab: Betrachten wir eine
Klasse von Frobeniusgruppen, die zerfallen, d.h. es gibt H / G : G =
HGa mit H ∩Ga = {1}.
Man charakterisiere solche unendlichen Frobeniusgruppen.
Bemerkung. Die Klasse der Gruppen aus Problem 8 ist echt in der
Klasse der Gruppen aus dem Problem 9 enthalten.
(a) Beispiel. Es sei αn : Z 7→ Z (x 7→ n+ x), n ∈ Z und
β : Z 7→ Z (x 7→ −x).
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D := 〈αn, β : n ∈ Z〉 ist eine Frobeniusgruppe, die auf Z operiert.
Die Menge K :=
{
γ ∈ D : γ(x) 6= x ∀x ∈ Z} = {αn : n ∈
Z, n 6= 0} ∪ {αnβ : n ∈ 2Z + 1} ist keine Gruppe, aber A / D,
wobei A = {αn : n ∈ Z} und D = AB mit B = D0 = {id, β} ist.
(b) Beispiel. Es sei (F,+, ·) ein Fastko¨rper, d.h. (F,+) ist eine kom-
mutative Gruppe, F\{0} = (F ∗, ·) ist eine Gruppe und es gilt:
a(b+ c) = ab+ ac ∀a, b, c ∈ F .
Dann nennen wir P := {a ∈ F : a = 1 oder ax − 1 = x hat
eine Lo¨sung in F} = {(1 + z)z−1 : z ∈ F ∗} ∪ {1} die Menge
von planaren Elementen. Falls P = F , dann ist F ein planarer
Fastbereich und damit ein Fastko¨rper.
Nun sei F ein Fastbereich und A 6 (F ∗, ·).






∣∣∣ a ∈ F, m ∈ A} eine
zerfallende Frobeniusgruppe.
Also G = TG0 mit T := {τa : x 7→ a + x | a ∈ F} aber T $ K
:= {γ ∈ G : γ(z) 6= z ∀z ∈ F ∗} ∪ {id} und G geho¨rt zu Problem
9 und nicht zu Problem 8, falls F nicht planar ist.
Wenn F planar ist und A = F ∗, dann gilt der Satz von Frobenius
fu¨r G.
10. Unter welchen Bedingungen genu¨gt G dem Satz von Frobenius, wenn
A  F ∗ ist?
11. Wie kann man eine Split-Frobeniusgruppe (G,M) (aus Problem 9) in
eine Frobeniusgruppe (aus Problem 8), die dem Satz von Frobenius
genu¨gt, einbetten?
Unter welchen Bedingungen kann solche Einbettung mo¨glich sein?
12. Was kann man u¨ber die transitive Erweiterung von (G,M) sagen?
Solche Gruppen sind Zassenhausgruppen.
Gibt es eine unendliche Zassenhausgruppe, die bis jetzt noch nicht be-
kannt ist, d.h. die keine scharf 3-fach transitive und keine Untergruppe
einer scharf 3-fach transitiven Gruppe ist?
13. Ist die von uns in 3.3.5 konstruierte Gruppe in eine scharf 3-fach
transitive Gruppe einbettbar? Vermutlich, Nein.
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14. Welche Zassenhausgruppen (G,M) sind in eine Gruppe Gˆ einbettbar,
die scharf 3-fach transitiv auf M ist?
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